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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Курс математического анализа во втузе нередко вызывает опреде-

ленные трудности у студентов по ряду причин (недостаточный уровень 

подготовки в школе, нехватка времени на изучение теоретического мате-

риала по современным стандартам и т.д.). Успешность изучения всего 

курса в значительной мере определяется навыками, приобретенными по 

части «Дифференциальное исчисление функции одной переменной». 

Предлагаемое пособие по интегральному исчислению функции одной пе-

ременной включает в себя следующие разделы: понятие первообразной 

и неопределенного интеграла, основные свойства неопределенного инте-

грала, основные методы интегрирования, интегрирование рациональных 

дробей, интегрирование дифференциальных биномов, понятие и свой-

ства определенного интеграла, вычисление определенного интеграла и 

др. 

Цель этого пособия – помочь студенту 1-го курса в подготовке к 

практическим занятиям, контрольным работам, тестированию, выполне-

нию расчетно-графических работ, зачетам и экзаменам. 

Для максимальной доступности материала содержание пособия раз-

делено на главы и параграфы. Каждый параграф состоит из двух частей: в 

одной указаны основные формулы и рисунки, в другой – даются опреде-

ления и замечания к ним. Такое построение пособия, как показывает прак-

тика, дает студенту широкие возможности для успешной самостоятельной 

работы.  

При написании пособия использовано методическое обобщение 

многолетнего опыта работы авторов на электротехническом факультете и 

факультете прикладной математики и механики Пермского националь-

ного исследовательского политехнического университета. По характеру 

компоновки материала и стилю изложения данное пособие является про-

должением пособия «Математика: введение в анализ, дифференциальное 

исчисление функции одной переменной». 

Издание предназначено для студентов 1-го курса высших техниче-

ских учебных заведений. Помимо студентов книга может быть полезна 

для преподавателей математики среднеспециальных учебных заведений 

машиностроительного, электротехнического и экономического профи-

лей. 
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ГЛАВА I. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

Одной из основных задач дифференциального исчисления является 

нахождение производной или дифференциала данной функции. 

Одной из основных задач интегрального исчисления является обрат-

ная задача – отыскание функции по ее производной или заданному диф-

ференциалу. 

§1. Понятие первообразной и неопределенного интеграла 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. Обозначение первообразной: 

  ( )F x                                      (1.1.1) 

Замечание 

Термин «первообразная функция» 

принадлежит Лагранжу и был вве-

ден и на рубеже XVIII и XIX веков. 

2. ( ) ( )F x f x =                          (1.1.2) Функция ( )F x  называется перво-

образной от функции ( )f x  на 

промежутке  ;a b , если во всех 

точках этого промежутка выполня-

ется равенство (1.1.2). 

3. ( )F x C+                               (1.1.3) Следует запомнить: 

любая непрерывная функция ( )f x  

имеет бесчисленное множество 

первообразных функций, которые 

отличаются друг от друга постоян-

ным слагаемым С (1.1.3). 

4. ( ) ( )f x dx F x C= +             (1.1.4) Если ( )F x  есть первообразная для      

( )f x , то выражение ( )F x C+  

называется неопределенным ин-

тегралом от функции ( )f x . 

5. Обозначение неопределенного 

интеграла: 

                      ( )f x dx              (1.1.5) 

( )f x  – подынтегральная функция, 

( )f x dx  – подынтегральное выра-

жение, 

x – переменная интегрирования, 

∫ – знак интеграла. 
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6. Следует запомнить: 

операция нахождения неопределен-

ного интеграла, т.е. нахождения 

первообразной для функции ( )f x , 

называется интегрированием 

функции ( )f x . 

7.  

 

Рис. 1.1.1 

График первообразной функции   

( )f x , называется интегральной 

кривой функции ( )y f x= . 

Следует запомнить: 

неопределённый интеграл геомет-

рически представляется семей-

ством всех интегральных кривых, 

полученных из одной интеграль-

ной кривой путем «параллель-

ного» сдвига вдоль оси OY 

(рис. 1.1.1). 

Замечание 

Для того чтобы из данного семей-

ства кривых выделить одну опреде-

ленную кривую, нужно задать 

начальное условие ( )0 0y x y=  

(рис. 1.1.1). 

8.  

 

Следует запомнить: 

если функция ( )f x  непрерывна 

на отрезке  ;a b , то для этой функ-

ции существует неопределенный 

интеграл. 

Замечание 

При помощи дифференцирования 

по данной функции находят ее про-

изводную, а при помощи интегри-

рования по данной производной 

находят первообразную функции. 

Правильность интегрирования 



8 

всегда можно проверить диффе-

ренцированием результата. 

 

Задачи 

Задача 1 

Проверить, что данные интегралы найдены верно: 

а) 
2 3 433

3 2

7 7
3 4 5 3 5

2
x x dx x x x C

x x

 
− + − = + + − + 

 
 ; 

б) 
2

arcsin
2 28

dx x
C

x
= +

−
 ; 

в) 
2

1 5
ln

5 25 10 5 5

dx x
C

x x

−
= +

− +
 . 

Решение 

Учитывая замечание пункта 8 и формулу (1.1.2), имеем: 

а) ( )
1

3 4 2 33 3
2

7 7 4
3 5 3 2 3 5

2 2 3
x x x C x x x

x

−
 

+ + − + = + − +  − = 
 

 

2 3

3

7
3 4 5.x x

x
= − + −  

б) 

( )

2 2 2

2

1 1 2 2 1 1
arcsin

2 2 2 2 2 28 8
1

2 2

x
C

x x x

 
+ =  =  = 

  − −
−

. 

в) ( )1 5 1
ln ln 5 ln 5

10 5 5 10 5

x
C x x

x

  −
+ = − − + = 

 + 
  

( )

( )

2 2

22

1 1 1 1 5 5 2 5 1

5 510 5 5 5 10 5 10 5

1 1
.

5 255 5

x x

x xx x

xx

 + − + 
= − = =  =  

− −− +   

= =
−−
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Задача 2 

На рис. 1.1.2 представлено семейство первообразных ( ) 2F x x C= +  

(при 0; 2; 1; 4C = − − ) для функции ( ) 2f x x= , которое и является неопре-

деленным интегралом от заданной функции ( )y f x = : 

22y xdx x C= = + . 

 

     

Рис. 1.1.2 

 

Из интегральных кривых, представленных на рис. 1.1.2, выделить 

ту, которая проходит через точку ( )1; 3− . 

Решение 

Если необходимо из интегральных кривых, представленных на 

рис. 1.1.2, выделить ту, которая проходит через точку ( )1; 3− , то, подставив 

значения 0 1x = , 0 3y = −  в выражение 2y x C= + , находим 4C = − . 

Тогда искомая интегральная кривая имеет вид: 

2 4y x= − . 
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§2. Основные свойства неопределенного интеграла.  

Таблица основных неопределенных интегралов 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

Свойства неопределенного интеграла,  

вытекающие из его определения 

1. ( )( ) ( )f x dx f x

=                    (1.2.1) 

Производная неопределенного 

интеграла равна подынтеграль-

ной функции. 

2. ( )( ) ( )d f x dx f x dx=               (1.2.2) 
Дифференциал от неопределен-

ного интеграла равен подынте-

гральному выражению. 

3. ( ) ( )dF x F x C= +                   (1.2.3) 
Неопределенный интеграл от 

дифференциала некоторой функ-

ции равен этой функции плюс 

произвольная постоянная.  

Простейшие правила интегрирования 

4. ( ) ( )af x dx a f x dx=               (1.2.4) Постоянный множитель можно 

выносить за знак неопределен-

ного интеграла. 

5. ( ) ( )f x g x dx+ =    

    ( ) ( )f x dx g x dx= +                (1.2.5) 

Неопределенный интеграл алгеб-

раической суммы функций равен 

алгебраической сумме неопреде-

ленных интегралов этих функций. 

Замечание 

Равенство (1.2.5) справедливо для 

любого конечного числа функ-

ций. 

Таблица основных интегралов 

6. dx x C= +                               (1.2.6) 
 

7. 
1

1

n
n x

x dx C
n

+

= +
+                     (1.2.7) ( 1)n  −  

8. ln
dx

x C
x
= +                          (1.2.8) 

 

9. 
ln

x
x a

a dx C
a

= +                        (1.2.9) 0, 1a a   
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10. 
x xe dx e C= +                         

(1.2.10) 

 

11. sin cosxdx x C= − +              

(1.2.11) 

 

12. cos sinxdx x C= +                 

(1.2.12) 

 

13. 
2

ctg
sin

dx
x C

x
= − +                

(1.2.13) 

 

14. 
2

tg
cos

dx
x C

x
= +                    

(1.2.14) 

 

15. tg ln cosxdx x C= − +           

(1.2.15) 

 

16. ctg ln sinxdx x C= +            

(1.2.16) 

 

17. ln tg
sin 2

dx x
C

x
= +                

(1.2.17) 

 

18. ln tg
cos 2 4

dx x
C

x

 
= + + 

 
     

(1.2.18) 

 

19. 
2 2

1
arctg

1
arcctg

x
C

dx a a

xa x
C

a a


+

= 
+ − +



   

(1.2.19) 

0a   
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20. 
2

arctg

arcctg1

x Cdx

x Cx

+
= 

− ++ 
         

(1.2.20) 

 

21. 
2 2

arcsin

arccos

x
C

dx a

xа x C
a


+

= 
− − +



  

(1.2.21) 

0a   

22. 
2

arcsin

arccos1

х Cdx

x Cx

+
= 

− +− 
      

(1.2.22) 

 

 

23. 
2 2

1
ln

2

dx x a
C

x a a x a

−
= +

− +     

(1.2.23) 

0a   

24. 
2 2

1
ln

2

dx a x
C

a x a a x

+
= +

− −   

(1.2.24) 

0a   

25. 
2 2

dx

x a
=


  

     2 2ln x x a C= +  +             (1.2.25) 
0a   

26.  Замечание 

Для проверки таблицы доста-

точно установить, что производ-

ная правой части равенства тож-

дественна с подынтегральной 

функцией левой части. 

 

Операция интегрирования значительно сложнее операции диффе-

ренцирования. Дифференцирование элементарных функций произво-

дится по раз и навсегда установленным правилам и формулам; интегриро-

вание же требует творческого подхода к каждой функции. Нужен большой 
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навык, чтобы быстро и уверенно производить преобразования подынте-

грального выражения для приведения интеграла к табличному. 
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Основные методы интегрирования 

§3. Метод непосредственного интегрирования 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. Следует запомнить: 

с помощью метода непосредствен-

ного интегрирования удается данный 

интеграл привести к одному или не-

скольким табличным интегралам. 

Для этого на практике рекомендуется: 

а) использовать простейшие правила 

интегрирования (§2, формулы (1.2.4) 

и (1.2.5)); 

б) непосредственно использовать 

таблицу основных интегралов (§2 

формулы (1.2.6)–(1.1.25)); 

в) выполнять тождественные преоб-

разования подынтегральных функ-

ций. 

 

Задачи 

Задача 1 

Найти интегралы: 

а) 3 3

2

5 7
4 2 1

3
x x dx

x x

 
− + − − 

 
 ; 

б) 
4 9

dx

x
 ; 

в) 
26

dx

x−
 ; 

г) 
23

dx

x+ ; 

д) 
2 1

dx

x +
 ; 

е) 
29

dx

x− ; 
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ж) 
2 8

dx

x − . 

Решение 

а) 3 3

2

5 7
4 2 1

3
x x dx

x x

 
− + − − = 

 
 (тождественно преобразуем под-

ынтегральную функцию) 

1 12
3 3 2

5
4 2 7 1

3

x
x x x dx

−
− 

= − + − − = 
 
  (применяем 

свойства (4) и (5) (§2)) 
1 1

3 2 3 2
5

4 2 7
3

x dx x dx x dx x dx
−

−= − + − − =      (к пер-

вым четырем интегралам применяем формулу (1.2.7), а к последнему инте-

гралу – формулу (1.2.6))
4 435 3

14
3 2

x x x x C
x

= + + − − + ; 

б) 

3
1 4

344

4 4 4 4 4 4

1 1 1 4

39 9 9 9 3 9

4

dx dx x
x dx C x C

x x

−

= = =  + =  +   ; 

в) по формуле (1.2.21) получаем: 

( )
2 2

2

arcsin
66 6

dx dx x
C

x x

= = +
− −

  ; 

г) по формуле (1.2.19) получаем: 

( )
32

2

1
arctg

3 3 33

dx dx x
C

x x
= = +

+ +
  ; 

д) по формуле (1.2.25) получаем: 

2

2
ln 1 ;

1

dx
x x C

x
= + + +

+
  

е) по формуле (1.2.24) получаем: 

2 2 2

1 3
ln

9 3 6 3

dx dx x
C

x x x

+
= = +

− − −  ; 

ж) по формуле (1.2.23) получаем: 

( )
22

2

1 2 2
ln

8 4 2 2 22 2

dx dx x
C

x xx

−
= = +

− +−
  . 



16 

Задача 2 

Найти интегралы: 

а) 
233 4 5x x

dx
x

− −
 ; 

б) ( )
3

33 x dx+ ; 

в) ( )( )2 2x x dx− + ; 

г) 3 4x x dx ; 

д) 
2 2

4

3 3

9

x x
dx

x

+ − −

−
 ; 

е) 
2 2

cos2

cos sin

x
dx

x x . 

Решение 

а) Выполняя почленное деление числителя на знаменатель и учи-

тывая, что 
m

m n

n

x
x

x

−= , получаем: 

2
1123 3
32

3 4 5 3 5 5
4 3 4

x x x x
dx dx dx dx x dx x dx dx

x x x x x

−−− −
= − − = − − =        

(применяем формулы 1.2.7 и 1.2.8) = 

21

323 4
5ln

1 2

2 3

x x
x C− − + =  

236 6 5lnx x x C= − − + ; 

б) для решения данной задачи используем формулу 

( )
3 3 2 2 33 3a b a a b ab b+ = + + + ; 

( )
1 2 23

4 53 33 3 3
81 27

3 27 27 9 27
4 5 2

x
x dx x x x dx x x x C

 
+ = + + + = + + + + 

 
  ; 

в)  учитывая, что ( )( ) 2 2a b a b a b− + = − , имеем: 

( )( ) ( )
2

2 2 4 4
2

x
x x dx x dx x C− + = − = − +  ; 
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г) так как ( )
xx xa b ab= , то 

12
3 4 12

ln12

x
x x xdx dx C = = +  ; 

д) знаменатель дроби представляем в виде: 

4 2 29 3 3x x x− = −  + . 

Выполняя почленное деление, получаем: 

2 2 2 2

4 2 2 2 2

3 3 3 3

9 3 3 3 3

x x x x dx dx
dx dx

x x x x x

+ − − + − −
= = − =

− −  + − +
     

(применяем формулы (1.2.21) и (1.2.25)) 2arcsin ln 3
3

x
x x C= + + + + ; 

е) учитывая, что 
2 2cos2 cos sinx x x= − , и выполняя почленное де-

ление, получаем: 
2 2

2 2 2 2 2 2

cos2 cos sin
ctg tg .

cos sin cos sin sin cos

x x x dx dx
dx dx x x C

x x x x x x

−
= = − = − − +

     . 
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§4. Метод подведения под знак дифференциала 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. ( ) ( )dy x y x dx=                     

(1.4.1) 

Чтобы найти дифференциал какой-

либо функции ( )y y x= , надо 

найти производную этой функции 

и умножить ее на дифференциал 

независимой переменной. 

2. Если  ( ) ( )f x dx F x C= + , то 

( ) ( ) ( )f x b dx f x b d x b =   =   

( )F x b C=  +                           

(1.4.2) 

 

constb =  

( ) ( )d x b x b dx dx =  = . 

Следует запомнить: 

если аргумент функции совпадает 

с выражением под знаком диффе-

ренциала, то интеграл (1.4.2) – таб-

личный. 

( ) ( )f u du F u C= + . 

3. Если ( ) ( )f x dx F x C= + , то 

( ) ( ) ( )
1

f ax dx f ax d ax
a

= =   

( )
1

F ax C
a

= +                           

(1.4.3) 

 

 

consta =  

Следует запомнить: 

( )d ax adx= , следовательно, 

( )
1

dx d ax
a

=  . 

4. Если ( ) ( )f x dx F x C= + , то 

( )

( ) ( )
1

f ax b dx

f ax b d ax b
a

 =

=   =




 

( )
1

F ax b C
a

=  +                      

(1.4.4) 

Замечание 

Формула (1.4.4) получена на осно-

вании формул (1.4.2) и (1.4.3). 

5. 
1n ndx nx dx−=   

ln
dx

d x
x

=  0x   
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1
log

ln
ad x dx

x a
=  0, 1, 0a a x    

lnx xda a adx=  0, 1a a   

x xde e dx=   

sin cosd x xdx=   

cos sind x xdx= −   

2

1
tg

cos
d x dx

x
=                       

(1.4.5) 

 

2

1
ctg

sin
d x dx

x
= −   

2

1
arcsin

1
d x dx

x
=

−
 1 1x−    

2

1
arccos

1
d x dx

x
= −

−
 1 1x−    

2

1
arctg

1
d x dx

x
=

+
  

2

1
arcctgx

1
d dx

x
= −

+
  

 Замечание 

При использовании на практике ме-

тода подведения под знак диффе-

ренциала необходимо хорошо знать 

таблицу дифференциалов (произ-

водных). 

 

Задачи 

Задача 1 

Найти интеграл ( )
5

8x dx+ . 

Решение 
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Учитывая, что ( ) ( )8 8d x x dx dx+ = + =  (на основании формулы 

(1.4.2)), и принимая во внимание формулу (1.2.7), получаем: 

( ) ( ) ( )
( )

6

5 5 8
8 8 8

6

x
x dx x d x C

+
+ = + + = +  . 

Задача 2 

Найти интеграл cos4xdx . 

Решение 

Учитывая, что  ( )4 4d x dx= , 

  ( )
1

4
4

dx d x=  и, на основании формул (1.4.3) и (1.2.12) 

получаем: 

( ) ( )
1 1

cos4 cos4 4 sin 4
4 4

xdx xd x x C= = +  . 

 

Задача 3 

Найти интеграл 
3 2

dx

x− . 

Решение 

Учитывая, что ( ) ( )3 2 3 2 2d x x dx dx− = − = − , то 

( )
1

3 2
2

dx d x= − − . 

Тогда 
( )3 21 1

ln 3 2
3 2 2 3 2 2

d xdx
x C

x x

−
= − = − − +

− −  . 

 

Задача 4 

Найти интеграл 
2 5

xdx

x + . 

Решение 

Учитывая, что 
2 2dx xdx= , получаем: 

2

2

dx
xdx = . 

Другими словами, х вносим под знак дифференциала: 
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2

2 2

1

5 2 5

xdx dx

x x
=

+ +   (применяем формулы (1.4.2) и (1.2.8)) = 

( )
( )

22
2

2 2

51 1 1
ln 5

2 5 2 5 2

d xdx
x C

x x

+
= = = + +

+ +  . 

Задача 5 

Найти интеграл 
( )

3

2 4cos 5 1

x dx

x −
 . 

Решение 

Учитывая, что 
4 34dx x dx= , получаем: 

4
3

4

dx
x dx = . 

Тогда 

( ) ( )

3 4

2 4 2 4

1

4cos 5 1 cos 5 1

x dx dx

x x
= =

− −
   (применяем формулу (1.4.4)) = 

( )4

4

4

5 11 1 1
ln 5 1

4 5 5 1 20

d x
x C

x

−
=  = − +

− . 

 

Задача 6 

Найти интеграл 
2

625

x dx

x+ . 

Решение 

Учитывая, что 
3 23dx x dx= , получаем: 

3
2

3

dx
x dx = . 

Тогда: 
2 3

6 6

1

25 3 25

x dx dx

x x
= =

+ +  (представим подынтегральную функцию в 

виде) 

( )

3

2
2 3

1

3 5

dx

x
= =

+
  (применяем формулу (1.2.19)) 

31 1
arctg

3 5 5

x
C=  + =  

31
arctg

15 5

x
C= + . 

Замечание 
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Данная задача отличается от предыдущих, так как формула (1.4.2) 

не применима. Выражение под знаком дифференциала – ( )3x , а в знаме-

нателе – ( )625 x+ . 

 

 

Задача 7 

Найти интеграл 
2

sin

2 cos

xdx

x−
 . 

Решение 

Учитывая, что cos sind x xdx= − , получаем: 

sin cosxdx d x= − . 

Тогда: 

( ) ( )
2 2 2

sin cos

2 cos 2 cos

xdx d x

x x

= − =
− −

   (по формуле (1.2.21)) = 

= 
cos

arcsin
2

x
C− + . 

 

Задача 8 

Найти интеграл 
cos3 sin3xe xdx . 

Решение 

Поскольку ( )cos3 sin3 3d x x dx= −  , то 

1
sin3 cos3

3
xdx d x= − . 

Тогда: 

cos3 cos31
sin3 cos3

3

x xe xdx e d x = − =   (по формуле (1.2.10)) = 

cos31

3

xe C= − + . 

 

Задача 9 

Найти интеграл 
2 23

4

arctg 2

1 4

x x
dx

x



+ . 



23 

Решение 

Учитывая, что 
2

4 4

2 2 4
arctg2

1 4 1 4

x xdx
d x dx

x x


= =

+ +
, получаем: 

2

4

1
arctg2

1 4 4

xdx
d x

x
=

+
. 

 

Тогда: 

 

( ) ( )
22 23

2 23
4

arctg 2 1
arctg 2 arctg 2

1 4 4

x x
dx x d x

x


= =

+  (по формуле 1.2.7) = 

( )
( )

5

23

5 23
arctg 21 3

arctg 2
54 20

3

x
C x C=  + = + . 
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§5. Интегрирование методом замены переменной 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1.  Замечание 

Метод замены переменной (метод 

подстановки) является одним из 

наиболее эффективных и распро-

страненных методов интегрирова-

ния. 

Если при нахождении первообраз-

ной мы интегрируем каким-либо 

другим методом, то в промежуточ-

ных вычислениях нам часто прихо-

дится использовать замену перемен-

ной. 

2. Для нахождения интеграла  

( )f x dx , выполним подстановку 

                       ( )φx t=              

(1.5.1) 

 

 

 

 

 

 

                    ( )φdx t dt=           

(1.5.2) 
 

  ( ) ( )( ) ( )φ φf x dx f t t dt=    

(1.5.3) 

 

 

( )( ) ( ) ( )φ φf t t dt t C =  + =  

( )( )ψ x C= +        (1.5.4) 

Замечание 

Функция ( )φx t=  (1.5.1) удовле-

творяет следующим условиям: 

1) ( )φ t  – непрерывна; 

2) ( )φx t=  имеет непрерывную 

производную ( )φ t ; 

3) ( )φx t=  имеет обратную функ-

цию ( )ψt x= . 

 
 
 

Формула замены переменной в не-

определенном интеграле. 
 

 

Следует запомнить: 

после интегрирования по t необхо-

димо вернуться к первоначальной 

переменной, учитывая, что обрат-

ная функция ( )ψ .t x=  

Большое значение на практике имеет выбор удачной подста-

новки. Однако дать одно общее правило для выбора хорошей подста-

новки невозможно. 
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Рассмотрим применение метода замены переменной на примере 

некоторых иррациональных или дробно-иррациональных функций. 

3. ( ), .nR x ax b dx+                  

(1.5.5) 
 

Подстановка 
nax b t+ = ,              (1.5.6) 

nt b
x

a

−
= ,              (1.5.7) 

1nn t
dx dt

a

−
= ,           (1.5.8) 

( ), nR x ax b dx+ =  

1,
n

nt b n
R t t dt

a a

− −
=  

 
     (1.5.9) 

, consta b −  

2,3,...n = . 

 
 

 

 

 

 

 

Замечание 

С помощью подстановки (1.5.6) 

интеграл ( ), nR x ax b dx+  сво-

дится к интегралу от рациональной 

функции. 

4. 
axn e bdx+                         

(1.5.10) 
 

Подстановка 

  ax ne b t+ =           (1.5.11) 
ax ne t b= −  

( )ln lnax ne t b= −  

( )ln nax t b= −  

( )
1

ln nx t b
a

= −       (1.5.12) 

( )

11 n

n

n t
dx dt

a t b

−
= 

−
     (1.5.13) 

( )

1n
axn

n

n t
e bdx t dt

a t b

−
+ =  =

 −
   

n

n

n t
dt

a t b
=

−          (1.5.14) 

, consta b −  

2,3,...n = . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Замечание 

С помощью подстановки (1.5.11) 

интеграл 
axn e bdx+  сводится к 

интегралу от рациональной функ-

ции (1.5.14). 

5.  , consta b −  

, ,...,k l p  – натуральные числа. 
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( ), , , ...,
pk lR x ax b ax b ax b dx+ + +  

(1.5.15) 

Подстановка 
nax b t+ =            (1.5.16) 

nt b
x

a

−
=             (1.5.17) 

1nn t
dx dt

a

−
=       (1.5.18) 

( ), , ,...,
pk lR x ax b ax b ax b dx+ + + =  

1, , , ...,

nn nn
npk l

t b n
R t t t t dt

a a

−
 −

=  
 
 

 

 (1.5.19) 

 

Следует запомнить: 

n – наименьшее кратное всех пока-

зателей , ,...,k l p . 

 

 

 

Замечание 

С помощью подстановки (1.5.16) 

интеграл 

( , , ,...,k lR x ax b ax b+ +

)p
ax b dx+  сводится к интегралу от 

рациональной функции (1.5.19). 

6. ( )2 2,R x a x dx−              

(1.5.20) 

Подстановка 

cosx a t=  

или                (1.5.21) 

sinx a t=  

consta =  

7. ( )2 2,R x x a dx−              

(1.5.22) 

Подстановка 

cos

a
x

t
=  

или               (1.5.23) 

sin

a
x

t
=  

consta =  

8. ( )2 2,R x a x dx+              

(1.5.24) 

Подстановка 
tgx a t=  

или                (1.5.25) 

consta =  

 

 

Замечание 1 

Подстановки (1.5.21), (1.5.23), 

(1.5.25) называют тригонометриче-

скими подстановками. 
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ctgx a t=  Замечание 2 

С помощью соответствующей три-

гонометрической подстановки ин-

тегралы (1.5.20), (1.5.22), (1.5.24) 

сводятся к интегралам от тригоно-

метрических функций (§10). 

Задачи 

Задача 1 

Найти интеграл 
2 3 1

dx

x+ +
 . 

Решение 

Применяем подстановку (1.5.6): 
23 1x t+ = . 

Отсюда 
2 1

3

t
x

−
= , 

2

3
dx tdt= . 

Тогда: 

2
23

2 3 22 3 1

tdt
dx t

dt
t tx

= = =
+ ++ +

    (применяем элементарные  

преобразования подынтегральной функции) =
2 2 2

3 2

t
dt

t

+ −
=

+  

2 4

3 3 2

dt
dt

t
= − =

+   (используем формулы (1.2.6) и (1.2.8)) = 

2 4
ln 2

3 3
t t C= − + +  = (учитывая, что 3 1t x= + ) 

2
3 1

3
x= + −  

( )4
ln 3 1 2

3
x C− + + + . 

 

Задача 2 

Найти интеграл 
4 3x

dx

e +
 . 

Решение 

Учитывая подстановку (1.5.11), получаем: 
4 23xe t+ = , 

4 2 3xe t= − , ( )24 ln 3x t= − , 
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( )2ln 3

4

t
x

−
= ; 

( ) ( )2 2

2

4 3 2 3

tdt tdt
dx

t t
= =

− −
. 

 

Следовательно, 

( )2

24

2 3 1 1 1 3
ln

2 3 2 2 3 33x

tdt

tdx dt t
C

t t te

− −
= = =  + =

− ++
     

= (так как 4 3xt e= + ) 
4

4

1 3 3
ln

4 3 3 3

x

x

e
C

e

+ −
= +

+ +
. 

 

Задача 3 

Найти интеграл 
( )31 1 1

dx

x x+ − −
 . 

Решение 

Наименьшее общее кратное чисел 3 и 2 равно числу 6, поэтому вы-

полняем замену: 

61x t− = , 
56dx t dt= . 

Тогда: 

( ) ( )

5 2 2

2 22 33

6 1 1
6 6

1 111 1 1

dx t dt t dt t
dt

t tt tx x

+ −
= = = =

+ +++ − −
     

2
6 6 6 6arctg

1

dt
dt t t C

t
= − = − +

+   (так как 6 1t x= − ) = 

6 66 1 6arctg 1x x C= − − − + . 

 

Задача 4 

Найти интеграл 
2

2

25 x dx

x

−
 . 

Решение 
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Для интеграла вида ( )2 2,R x x a dx−  справедливы тригонометри-

ческие подстановки cosx a t=  или sinx a t= . 

В данном случае 5a = . 

Выполняем подстановку 

5cosx t= , тогда 

5sindx tdt= − . 

2 225 - 25 - 25cos 5sinx t t= = . 

Следовательно, 

( )2 2

2 2 2

5sin 5sin25 sin

25cos cos

t t dtx dx t
dt

x t t

 −−
= = − =    

2

2 2

1 cos
tg

cos cos

t dt
dt dt t t C

t t

−
= − = − + = − + +   . 

Чтобы вернуться к первоначальной переменной x, нужны тригоно-

метрические преобразования: 

2

2

1
1 tg

cos
t

t
+ = , следовательно, 

2

1
tg 1

cos
t

t
= − . 

Учитывая, что 5cosx t= , 

получаемcos
5

x
t = . 

Тогда: 

2

22

1 1 25
tg 1 1

cos

5

x
t

x xx

−
= − = − =

 
 
 

. 

Если 5cosx t= , то 

arccos
5

x
t = . 

В результате: 
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2 2

2

25 25
arccos

5

x x x
dx C

x x

− −
= − + + . 

Ответ задачи может быть записан и в другой форме. 

Учитывая, что arccos
5

x
t = , получаем: 

2

2

25
tg arccos arccos

5 5

x x x
dx C

x

−  
= − + + 

 
 . 

 

Задача 5 

Найти интеграл 
2 21

dx

x x+
 . 

Решение 

Для интеграла вида ( )2 2,R x a x dx+  справедливы тригонометри-

ческие подстановки tgx a t=  или ctgx a t= . 

В данном случае 1a = . 

Выполняя подстановку 

tgx t= , имеем 

2cos

dt
dx

t
= , 

2 2 1
1 1 tg

cos
x t

t
+ = + = . 

Тогда 

2

2 22 2
2

cos sin 1cos
1 sin sin sin1 tg

cos

dt
dx tdt d tt C

t t tx x t
t

= = = = − +
+ 

    . 

Используя формулу тригонометрии 

2

2

1
1 ctg

sin
t

t
+ =  и учитывая, что 

1 1
ctg

tg
t

t x
= = , получаем: 

2
2

2

1 1 1
1 ctg 1

sin

x
t

t x x

+
= + = + = . 
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Следовательно, 

2

2 2

1

1

dx x
C

xx x

+
= − +

+
 . 

Ответ задачи может быть записан и в другой форме. 

Учитывая, что arctgt x= , получаем: 

( )2 2

1

sin arctg1

dx
C

xx x
= − +

+
 .  



32 

§6. Интегрирование дробей, содержащих квадратный  

трехчлен в знаменателе 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1.  Замечание 

В этом параграфе будут рассмот-

рены интегралы, которых нет в 

таблице (§2, формулы (1.2.6)–

(1.2.25)), но с помощью соответ-

ствующих преобразований и под-

становок их нетрудно привести к 

табличным. 

2. 
2

dx

ax bx c+ +                         (1.6.1) 

2 2 b c
ax bx c a x x

a a

 
+ + = + + = 

 
 

2 2

22 4

b c b
a x

a a a

  
= + + − =  

   

 

2

2

2

b
a x n

a

  
= +   

   

                 (1.6.2) 

Замечание 
2ax bx c+ +  – квадратный трехчлен 

( )0a   

Следует запомнить: 

из квадратного трехчлена нужно 

выделить полный квадрат. 

Замечание 
2

2

24

c b
n

a a
− =  . 

3. 
2

dx

ax bx c
=

+ +  

 
2

2

1

2

dx

a b
x n

a

=
 

+  
 

 ,               (1.6.3) 

2

b
x t

a
+ = ,                                 (1.6.4) 

2 2 2

2

1 1

2

dx dt

a a t nb
x n

a

=
 

+  
 

   

(1.6.5) 

 

 

 

Следует запомнить: 

выполняя замену 
2

b
x t

a
+ = , (1.6.4) 

интеграл (1.6.3) приведем к виду 

2 2

1 dt

a t n+  или 
2 2

1 dt

a t n−  (1.6.5) 

(табличные интегралы (1.2.19) и 

(1.2.23)). 

4. 
2

dx

ax bx c+ +
                      (1.6.6) 

 

Следует запомнить: 

интеграл (1.6.6) приводится к таб-

личным интегралам вида (1.2.25) и 

(1.2.21), если из квадратного трех-

члена под знаком корня выделить 
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полный квадрат (1.6.2) и выпол-

нить замену (1.6.4). 

5.
2

Ax B
dx

ax bx c

+

+ +                      

(1.6.7) 

   
2

Ax B
dx

ax bx c

+

+ +
                   (1.6.8) 

 

Следует запомнить: 

первоначально выделяем полный 

квадрат в знаменателе (формула 

(1.6.2)), а затем выполняем замену 

2

b
x t

a
+ = . 

Замечание 

Интегралы указанных видов (1.6.7) 

и (1.6.8) рассмотрим подробно на 

конкретных примерах. 

 

Задачи 

Задача 1 

Найти интеграл 
23 12 15

dx

x x− + . 

Решение 

Выделим из квадратного трехчлена полный квадрат: 

( ) ( )
22 23 12 15 3 4 5 3 2 1x x x x x − + = − + = − +

 
. 

Выполним замену (подстановку): 

2x t− = , откуда 

2x t= + , dx dt= . 

Следовательно, 

( )
22 2

1 1 1
arctg

3 12 15 3 3 1 32 1

dx dx dt
t C

x x tx
= = = +

− + +− +
   = (так как 

 2t x= − ) ( )
1

arctg 2
3

x C= − + . 

 

Задача 2 

Найти интеграл 
29 3 2

dx

x x− −
 . 

Решение 

Выделим из квадратного трехчлена полный квадрат: 
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2 2

2 2 3 9 3 81 81 3
9 3 2 2 2 2

2 2 4 16 16 4
x x x x x x

        
− − = − + − = − + − = − +                   

. 

Введем новую переменную: 

3

4
x t+ = . 

Тогда: 

3

4
x t= − , dx dt= . 

Следовательно,  

2 2
2

1 1 1
arcsin

92 2 81 29 3 2 81 3
41616 4

dx dx dx t
C

x x
tx

= = = + =
− −   −− + 

 

    

1 4
arcsin

92

t
C= + =  (так как 

3

4
t x= + )

1 4 3
arcsin

92

x
C

+
= + . 

 

Задача 3 

Найти интеграл 
2

9 5

2 5 2

x
dx

x x

−

+ − . 

Решение 

Выделим из квадратного трехчлена полный квадрат: 
2

2 2 5 5 41
2 5 2 2 1 2

2 4 16
x x x x x

    
+ − = + − = + −         

. 

Выполним подстановку: 

5

4
x t+ = . 

Откуда: 

5

4
x t= − , dx dt= . 

Тогда: 
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2
2 2

1 2
2 2

25 61
9 5 5

9 5 1 14 4
41 412 5 2 2 2

16 16

61 5 61 5
,

41 418 2 8 2

16 16

t t
x

dx dt dt
x x

t t

dt tdt
J J

t t

− + −
−

= = =
+ −

− −

= − = −

− −

  

 

 

1
2 41

16

dt
J

t

=

−
  – табличный интеграл (1.2.23), где 

41

4
a = . 

1 1

41
1 2 4 414ln ln

41 41 41 4 41
2

4 4

t
t

J C
t

t

−
−

= = +
+

 +

, 

2
2 41

16

tdt
J

t

= =

−
  (применяя метод подведения под знак дифферен-

циала (глава I, §3) и формулу (1.2.8), получаем) 
2

2

1

412

16

dt

t

= =

−
  

2

2

2
2

41

1 1 4116
ln

412 2 16

16

d t

t C

t

 
− 

 = = − +

−
 . 

Учитывая 1J  и 2J  и возвращаясь к первоначальной переменной x, 

получаем: 

2

1 22

9 5 61 4 41 5 41
ln ln

2 5 2 4 164 41 4 41

x t
dx C t C

x x t

− −
= + − − + =

+ − +
  

261 4 5 41 5 5
ln ln 1

4 24 41 4 5 41

x
x x C

x

+ −
= − + − +

+ +
, где 1 2C C C= + . 
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§7. Интегрирование по частям 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. ( )d uv udv vdu= +               (1.7.1) Замечание 

Дифференциал произведения двух 

функций uv вычисляется по фор-

муле (1.7.1), причем ( )u u x=  и 

( )v v x=  – дифференцируемые 

функции от x. 

2. uv udv vdu= +                   (1.7.2) 

 

 
 

udv uv vdu= −                      (1.7.3) 

Интегрируя обе части равенства 

(1.7.1) и учитывая, что ( )d uv uv=
, получаем равенство (1.7.2). 

 

формула интегрирования по ча-

стям. 

3. Следует запомнить: 

для нахождения интеграла 

( )f x dx  по формуле (1.7.3) 

подынтегральное выражение 

( )f x dx  представляется каким-

либо образом в виде произведения 

двух множителей u и dv. 

Замечание 

Умение разбивать подынтеграль-

ное выражение на подходящие 

множители u и dv вырабатывается 

в процессе решения задач, но 

можно указать некоторые часто 

встречающиеся интегралы, кото-

рые находят по формуле интегри-

рования по частям (1.7.3). 
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4. Первая группа интегралов: 

( )

( )

( )

( )

,

,

sin ,

cos .

kx

n

kx

n

n

n

P x e dx

P x a dx

P x kxdx

P x kxdx









                      (1.7.4) 

 

( )nu P x=                                 (1.7.5) 

 

 

 

constk =  

1,2,...n =  

 
 

 

 

Следует запомнить: 

если под знаком интеграла – произ-

ведение многочлена ( )nP x  на пока-

зательную или тригонометриче-

скую функцию (1.7.4), то за u при-

нимают многочлен (1.7.5), а всю 

остальную часть принимают за dv. 

Замечание 

Для нахождения интегралов пер-

вой группы, где ( )nP x  – многочлен 

второй степени, формулу (1.7.3) 

нужно применять дважды. Если 

многочлен n-й степени – формулу 

(1.7.3) нужно применять n раз, при-

чем после каждого интегрирования 

по частям эта степень будет пони-

жаться на единицу. 

5. Вторая группа интегралов: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

ln ,

log ,

arcsin ,

arccos ,

arctg ,

arcctg .

n

n a

n

n

n

n

P x xdx

P x xdx

P x axdx

P x axdx

P x axdx

P x axdx













                  (1.7.6) 

 

 

 

 

 

consta =  

0,1,2,...n =  

 

 

Следует запомнить: 

если под знаком интеграла – произ-

ведение многочлена ( )nP x  на 
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lnu x= ,   logau x=                   

(1.7.7) 

или arcsinu ax=  и т.д. 

( )ndv P x dx=                           (1.7.8) 

логарифмическую или обратную 

тригонометрическую функцию, то 

за u принимают логарифмическую 

или обратную тригонометриче-

скую функцию (1.7.7). 

6. Третья группа интегралов: 

cos ,

sin ,

sin ln ,

cosln .

ax

ax

e bxdx

e bxdx

xdx

xdx









                          (1.7.9) 

 
 

 

 

, consta b −  

 

Следует запомнить: 

формулу интегрирования по ча-

стям (1.7.3) к интегралам третьей 

группы применяют дважды. 

В результате получается интеграл 

такой же, как исходный, но с неко-

торым коэффициентом. 

Полученное равенство является ли-

нейным алгебраическим уравне-

нием относительно искомого инте-

грала. 

Замечание 

Если под знаком интеграла 

cosaxe bx  или sinaxe bx , то за u 

можно принимать любой из сомно-

жителей. 

7. Замечание 

Рассмотренные случаи (1.7.4), 

(1.7.6) и (1.7.9) не исчерпывают 

всех интегралов, которые можно 

находить по формуле (1.7.3). 

Например, методом интегрирова-

ния по частям можно найти 



39 

интегралы:
2sin

xdx

x , 
2cos

xdx

x , 

2x adx+ , 

( )2 2
n

dx

x a+
  и некото-

рые другие. 

 

Задачи 

Задача 1 

Найти интеграл ( )2 xx e dx−+ . 

Решение 

Под знаком интеграла – произведение многочлена первой степени 

на показательную функцию. 

Применяем формулу интегрирования по частям (1.7.3) с учетом 

пункта 4: 

2u x= + , 
xdv e dx−= . 

Тогда du dx= , 
xdv e dx−=  , 

xv e−= − . 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 3x x x x x xx e dx x e e dx x e e C e x C− − − − − −+ = − + + = − + − + = − + +  . 

 

Задача 2 

Найти интеграл 
2 cos3x xdx . 

Решение 

Под знаком интеграла многочлен второй степени, следовательно, 

формулу интегрирования по частям применяем дважды. 

Пусть 
2u x= , cos3dv xdx= . 

Тогда 2du xdx= , cos3dv xdx=  , 
1

sin3
3

v x= . 

2 21 2
cos3 sin3 sin3

3 3
x xdx x x x xdx= −  . 

К последнему интегралу вновь применяем формулу интегрирования 

по частям. 

Положим: u x= , sin3dv xdx= . 
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Тогда du dx= , 
1

cos3
3

v x= − . 

Следовательно, 

1 1 1 1
sin3 cos3 cos3 cos3 sin3

3 3 3 9
x xdx x x xdx x x x= − + = − +  . 

Поэтому: 

2 21 2 2
cos3 sin3 cos3 sin3

3 9 27
x xdx x x x x x C= + − + . 

 

Задача 3 

Найти интеграл 
5 lnx xdx . 

Решение 

Под знаком интеграла – произведение многочлена на логарифмиче-

скую функцию. Учитывая пункт 5, получим: 

lnu x= , 
5dv x dx= . 

Найдем: 
1

du dx
x

= , 
6

6

x
v = . 

Применяя формулу (1.7.3), будем иметь: 
6 6 6 6

5 ln ln ln
6 6 6 36

x x dx x x
x xdx x x C

x
=  −  = − +  . 

 

Задача 4 

Найти интеграл arcsin3xdx . 

Решение 

Под знаком интеграла – произведение многочлена нулевой степени 

на обратную тригонометрическую функцию: 
0 arcsin3x xdx . 

Учитывая пункт 5, имеем: 

arcsin3u x= , dv dx= . 

Тогда 
2

3

1 9

dx
du

x
=

−
, v x= . 

Применяя формулу (1.7.3), получаем: 

2

3
arcsin3 arcsin3

1 9

xdx
xdx x x

x
= −

−
  . 
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К последнему интегралу применяем метод подведения под знак 

дифференциала (§4. п. 4 и п. 5): 

( )22
2 2

2 2 2

1 93 3 3 1 1 1
2 1 9 1 9

2 2 9 6 31 9 1 9 1 9

d xxdx dx
x x

x x x

− 
= = − = −   − = − − 

 − − −
   . 

Следовательно, 

21
arcsin3 arcsin3 1 9

3
xdx x x x C= + − + . 

 

 

Задача 5 

Найти интеграл 
2 sin5xe xdx−

 . 

Решение 

Под знаком интеграла – произведение показательной функции на 

тригонометрическую. 

Учитывая замечание пункта 6, за u можно взять любую из указанных 

функций. 

Пусть 
2xu e−= , sin5dv xdx= . 

Тогда 
22 xdu e dx−= − , 

1
cos5

5
v x= − . 

Применяя формулу (1.7.3), получаем: 

2 2 21 2
sin5 cos5 cos5

5 5

x x xe xdx e x e xdx− − −= − −  . 

Ко второму интегралу вновь применяем формулу интегрирования 

по частям. 

Так же, как на первом этапе, за u выбираем показательную функцию    
2xu e−= . 

Тогда: 
22 xdu e dx−= − , cos5dv xdx= , 

1
sin5

5
v x= . 

Следовательно, 

2 2 2 21 2 1 2
sin5 cos5 sin5 sin5

5 5 5 5

x x x xe xdx e x e x e xdx− − − − 
= − − + = 

 
   

2 2 21 2 4
cos5 sin5 sin5

5 25 25

x x xe x e x e xdx− − −= − − −  . 
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В результате получаем интеграл такой же, как исходный, но с неко-

торым коэффициентом. 

После двукратного применения формулы интегрирования по частям 

получили уравнение, где интеграл 2 sin5xe xdx−

  является неизвестной ве-

личиной: 

2 2 2 21 2 4
sin5 cos5 sin5 sin5

5 25 25

x x x xe xdx e x e x e xdx− − − −= − − −  . 

 

 

 

Перенесем в левую часть слагаемое с интегралом: 
2

2 2 24 2
sin5 sin5 cos5 sin5

25 5 25

x
x x xe

e xdx e xdx x e x
−

− − −+ = − −   

2
229 2

sin5 cos5 sin5
25 5 5

x
x e

e xdx x x
−

−  
= − + 

 
  

Тогда: 

2 25 2
sin5 cos5 sin5

29 5

x xe xdx e x x C− −  
= − + + = 

 
  

( )21
5cos5 2sin5

29

xe x x C−= − + + . 
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§8. Комплексные числа 

Квадратное уравнение 
2 0ax bx c+ + =  не имеет действительных 

корней, если его дискриминант 
2 4D b ac= −  отрицателен. 

В области действительных чисел извлечение корней четной степени 

из отрицательных чисел невозможно.  

Надо отметить, что такие задачи имеют решения в области ком-

плексных чисел, которые представляют собой расширение понятия дей-

ствительных чисел. 

 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. z x iy= +                           (1.8.1) 

    1i = −                                (1.8.2) 

Число z x iy= + , где x, y – любые 

действительные числа, а i – мни-

мая единица ( )2 1i = − , называется 

комплексным числом. 

Следует запомнить: 

x – действительная часть, а y – мни-

мая часть комплексного числа z. 

Замечание 

Запись числа z в виде z x iy= +  

(1.8.1) называется алгебраической 

формой комплексного числа. 

2. 1 1 1z x iy= +  

    и 

    2 2 2z x iy= +  

    1 2 1 2z z x x=  =  и 1 2y y=     

(1.8.3) 

Два комплексных числа считаются 

равными, если равны их действи-

тельные и мнимые части (1.8.3). 

3. 0z x iy= + =    

    0x =   и  0y =                       

(1.8.4) 

 

4. z x iy= +  

   z x iy= −                                

(1.8.5) 

 

Два комплексных числа x iy+  и 

x iy−  называются сопряженными. 

Следует запомнить: 

два комплексных сопряженных 

числа z  и z  всегда имеют 
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одинаковые действительные части, 

а мнимые части различаются зна-

ками. 

 

5.  

 

Рис. 1.8.1 

 

Если 0y = , то z x iy= +  прини-

мает вид 

.z x=                    (1.8.6) 

Если 0x = , то 

z iy=                    (1.8.7) 

Следует запомнить: 

любое комплексное число 

z x iy= +  можно изобразить точкой 

на плоскости OXY , которая назы-

вается комплексной плоскостью. 

Абсциссой точки будет служить 

действительная часть комплекс-

ного числа Rex z= , а ординатой – 

мнимая часть комплексного числа 

Imy z= . 

 

z x=  – есть действительное число, 

изображаемое точкой действитель-

ной оси (ось OX). 

z iy=  – чисто мнимое число, изоб-

ражается точкой мнимой оси (OY). 

 

Задачи 

Задача 1 

Решить уравнения: 

а) 2 2 2 0;x x− + =  

б) 
2 16 0.x + =  

Решение 

а) 
2 2 2 0.x x− + =  

Корни квадратного уравнения 
2 0ax bx c+ + =  определяются по фор-

муле: 1,2
2

b D
x

a

− 
= , где 2 4D b ac= − . 

В данном случае ( )
2

2 4 2 4D = − −  = − . 0D  , следовательно, корни 

комплексные. 
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1,2

2 4 2 2
1

2 2

i
x i

 − 
= = =  ; 

б) 
2 16 0.x + =  

В области действительных чисел уравнение решений не имеет, так 

как 
2 16 0x +   для любого x. 

В области комплексных чисел уравнение 
2 16 0x + =  имеет решение. 

Так как 
2 16x = − , то 

1,2 16 4x i=  − =  . 

 

Задача 2 

Разложить на множители указанные выражения: 

а) 
2 4x − ; 

б) 
2 4x + . 

Решение 

а) 
2 4x − . 

Учитывая формулу ( )( )2 2a b a b a b− = − + , для выражения 
2 4x −  по-

лучаем: ( )( )2 4 2 2x x x− = − + ; 

б) 
2 4x + . 

В области действительных чисел выражение 
2 4x +  разложить на 

множители невозможно. 

В области комплексных чисел эта задача выполнима: 

( )( )2 4 2 2x x i x i+ = − + , так как 

( )( ) 2 22 2 4x i x i x i− + = −  

Учитывая, что 
2 1i = − , получаем ( )( ) 22 2 4x i x i x− + = + . 
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§9. Интегрирование рациональных дробей 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. ( )
1

0 1 1

1

0 1 1

...

...

m m

m m

n n

n n

a x a x a x a
f x

b x b x b x b

−

−

−

−

+ + + +
= =

+ + + +
 

    
( )
( )

m

n

P x

Q x
=                                 (1.9.1) 

( )f x  – дробно-рациональная 

функция. 

( )mP x , ( )nQ x  – многочлены (целые 

рациональные функции). 

2. 
( )
( )

m

n

P x

Q x
 – правильная рацио-

нальная дробь, если m n              

(1.9.2) 

 

 
 

( )
( )

m

n

P x

Q x
 – неправильная рацио-

нальная дробь, если m n              

(1.9.3) 

Следует запомнить: 

рациональная дробь называется 

правильной, если степень много-

члена, стоящего в числителе, мень-

ше степени многочлена, стоящего 

в знаменателе, т.е. m n . 

 

Рациональная дробь называется 

неправильной, если степень мно-

гочлена, стоящего в числителе, боль-

ше или равна степени многочлена, 

стоящего в знаменателе, т.е. m n

. 

3. 
( )
( )

( )
( )
( )

m

m n

n n

P x R x
M x

Q x Q x
−= + ,  

   ( )m n                                    (1.9.4) 

Следует запомнить: 

если дробь (1.9.1) – неправильная, 

то разделив числитель ( )mP x  на 

знаменатель ( )nQ x , получим це-

лую часть – многочлен ( )m nM x−  и 

остаток – ( )R x , степень которого 

ниже степени знаменателя ( )nQ x . 

Замечание 1 

( )
( )n

R x

Q x
 – правильная рациональная 

дробь. 

Замечание 2 
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Интегрирование неправильных ра-

циональных дробей 
( )
( )

m

n

P x

Q x
 сво-

дится к интегрированию много-

члена ( )m nM x−
 (что трудностей не 

вызывает) и правильной рацио-

нальной дроби 
( )
( )n

R x

Q x
. 

Простейшие дроби 

4. 
A

x a−
                                     

(1.9.5) 

   
( )

n

A

x a−
                                 

(1.9.6) 

 

   
2

Ax B

x px q

+

+ +
                            

(1.9.7) 

 

 

   

( )2
n

Ax B

x px q

+

+ +
                       

(1.9.8) 

 

А, а – действительные числа. 

 

А, а  – действительные числа. 

2n  , n – целое положительное 

число. 

, , ,A B p q  – действительные числа. 

Корни знаменателя – комплексные, 

т.е. 
2

0
4

p
q−  . 

, , ,A B p q  – действительные числа. 

2n  , n – целое положительное 

число, 

корни знаменателя – комплексные, 

т.е. 
2

0
4

p
q−  . 

Интегрирование простейших рациональных дробей 

5. ln
A

dx A x a C
x a

= − +
−    (1.9.9) 

 

 

 

 

Замечание 1 

Для нахождения первообразной 

использованы метод подведения 

под знак дифференциала (§4, фор-

мула – (1.4.2)) и таблица интегра-

лов – формула (1.2.8). 

Замечание 2 
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( ) ( )( )
1

1
n n

A A
dx C

x a n x a
−

= +
− − −

  

(1.9.10) 

Для нахождения первообразной 

использованы метод подведения 

под знак дифференциала (§4, фор-

мула – (1.4.2)) и таблица интегра-

лов – формула (1.2.7). 

6. 
2

Ax B
dx

x px q

+

+ +                     (1.9.11) 
Следует запомнить: 

если корни знаменателя – комплекс-

ные, то, выделяя в знаменателе 

дроби полный квадрат, применяем 

способ, рассмотренный в §6, п. 3 и 5. 

Разложение правильной рациональной дроби на простейшие 

7. Следует запомнить: 

всякую правильную рациональную 

дробь можно разложить на сумму 

простейших дробей. 

Замечание 1 

Для разложения правильной рацио-

нальной дроби 
( )
( )

m

n

P x

Q x
 на простей-

шие дроби необходимо разложить 

знаменатель дроби ( )nQ x  на произ-

ведение линейных и квадратных 

множителей. Для этого должны 

знать все корни многочлена ( )nQ x . 

8. ( )nQ x =  

  ( )( ) ( )1 2 ... nx x x x x x= − − −   

(1.9.12) 

 

( )
( )

1 2 3

1 2 3

...m

n

P x A A A

Q x x x x x x x
= + + + +

− − −
 

n

n

A

x x
+

−
                               (1.9.13) 

Корни знаменателя действитель-

ные и различные. 

 

 

1 2, ,..., nx x x  – корни многочлена 

( )nQ x  

 

Следует запомнить: 

правильную дробь 
( )
( )

m

n

P x

Q x
 можно 

представить в виде суммы про-

стейших дробей типа (1.9.5). 
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Замечание 1 

Количество простейших дробей в 

разложении (1.9.13) определяется 

количеством различных действи-

тельных корней. 

Замечание 2 

1 2, ,..., nA A A  – многочлены нулевой 

степени, т.е. const. 

9. ( )nQ x =  

( ) ( ) ( )1 2
αα α

1 2 ...
p

px x x x x x= − − −  

(1.9.14) 

 

 

 

 

 

 

 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

2

2 2

α1 2

α α 1

11 1

α1 2

α α 1

22 2

1 2

1

...

... ...

... p

p p

m

n

pp p

AP x A A

Q x x xx x x x

BB B

x xx x x x

EE E

x xx x x x

−

−

−

= + + + +
−− −

+ + + + + +
−− −

+ + + +
−− −



 

 

(1.9.15) 

 

Корни знаменателя действитель-

ные и кратные. 

Замечание 1 

Многочлен ( )nQ x  (1.9.14) имеет 

следующие корни: 

1x x=  – корень кратности 1a ; 

2x x=  – корень кратности 2a ; 

……………………………….. 

px x=  – корень кратности α p
, 

причем 
1 2α α ... α p n+ + + = . 

Следует запомнить: 

правильную дробь 
( )
( )

m

n

P x

Q x
 можно 

представить в виде суммы про-

стейших дробей типа (1.9.5) и 

(1.9.6). 

Замечание 2 

Число простейших дробей, соот-

ветствующих линейному множи-

телю ( )1x x− , равно степени 1α , с 

которой этот множитель входит в 

разложение знаменателя дроби. 

Аналогично для множителей 

( ) ( )2 ,..., px x x x− − . 

Общее количество дробей опреде-

ляется суммой кратностей этих 

корней, т.е. 
1 2α α ... α p+ + + . 
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1 21 2 α 1 2 α, ,..., , , ,..., ,...A A A B B B , 

1 2 α, ,...,
p

E E E  – многочлены нуле-

вой степени, т.е. const. 

 

10. 

( ) ( )( )2 2 ...nQ x x mx n x px q= + + + +  

     ( )2... x lx s+ +                     (1.9.16) 

 

 

 

( )
( ) 2 2

...m

n

P x Ax B Cx D

Q x x mx n x px q

+ +
= + + +

+ + + +
 

2

Mx N

x lx s

+
+

+ +
                            (1.9.17) 

Корни знаменателя комплексные и 

различные. 

Замечание 1 

При решении задач комплексно-

сопряженный корень принято счи-

тать за один. 

Следует запомнить: 

правильную дробь 
( )
( )

m

n

P x

Q x
 можно 

представить в виде суммы про-

стейших дробей типа (1.9.7). 

Замечание 2 

, ,...,Ax B Cx D Mx N+ + +  – много-

члены первой степени. 

11. 
( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )1 2α α 2 2

1 2 ... ...

m m

n

P x P x

Q x x x x x x px q x sx t
= =

− − + + + +
 

      

( ) ( )

( ) ( )

1

1 1

2

2 2

α1 2

α α 1

11 1

α1 2

α α 1

22 2

2 2

...

...

... .

AA A

x xx x x x

BB B

x xx x x x

Mx N Kx L

x px q x sx t

−

−

= + + + +
−− −

+ + + + +
−− −

+ +
+ + +

+ + + +

                                           (1.9.18) 

 

Следует запомнить: 

для определения констант 
1 21 2 α 1 2 α, ,..., , , ,..., , , ,..., ,A A A B B B M N K L  можно 

применять два метода: 

1) метод неопределенных коэффициентов; 

2) метод частных значений. 

Замечание 1 

Указанные методы будут подробно разобраны на конкретных примерах. 
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Замечание 2 

При решении ряда задач рекомендуется комбинировать эти два метода. 

 

Задачи 

Задача 1 

Указать правильные и неправильные дроби среди рассмотренных. 

Если дробь неправильная, представить ее в виде суммы многочлена (целая 

часть) и правильной рациональной дроби: 

а) 
2

3

4 1

3 2 3

x x

x x

− +

+ +
; в) 

2

2

6 8 1

3 4 1

x x

x x

− +

+ −
; 

б) 
2

5

3x x+ +
; г) 

4 3

2

3 5

1

x x x

x

+ − +

+
. 

Решение 

В случае (а) дробь правильная, так как степень многочлена в числи-

теле равна двум, а степень многочлена в знаменателе – трем, т.е. m n  

(1.9.2). Аналогично для случая (б), где в числителе – многочлен нулевой 

степени, а в знаменателе – второй. 

В случае (в) имеем неправильную дробь, так как степень многочлена 

в числителе совпадает со степенью многочлена в знаменателе (формула 

(1.9.3)). В этом случае разделим числитель на знаменатель дроби: 

2 2

2

6 8 1 3 4 1

26 8 2

16 3

x x x x

x x

x

− + + −
−

+ −

− +

 

Целая часть при делении равна 2, а остаток ( ) 16 3R x x= − + . 

Тогда, согласно формуле (1.9.4), имеем: 

2

2 2

6 8 1 16 3
2

3 4 1 3 4 1

x x x

x x x x

− + − +
= +

+ − + −
,  

где 
2

16 3

3 4 1

x

x x

− +

+ −
 – правильная дробь. 

В случае (г) дробь неправильная, так как степень многочлена в чис-

лителе равна 4, а степень многочлена в знаменателе – 2. 
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Разделим числитель дроби на знаменатель: 

4 3 2

24 2

3 2

3

2

2

3 5 1

3 1

3 5

3 3

4 5

1

4 6

x x x x

x xx x

x x x

x x

x x

x

x

+ − + +
−

+ −+

− − +
−

+

− − +
−
− −

− +

 

Тогда 
4 3

2

2 2

3 5 6 4
3 1

1 1

x x x x
x x

x x

+ − + −
= + − +

+ +
. 

 

Задача 2 

Разложить многочлен ( )nQ x  на множители: 

а) 
24 5 1x x− + ; 

б) 
4 25 4x x+ + ; 

в) 
4 23 7 10x x+ − ; 

г) 
3 22 2x x x− + − ; 

д) 
5 4 36 9x x x+ + ; 

е) 
3 25 11 10x x x+ + + . 

Решение 

а) ( ) 24 5 1nQ x x x= − +  – квадратный трехчлен. Разложим  

квадратный трехчлен на линейные множители по формуле: 

( )( )2

1 2ax bx c a x x x x+ + = − − , учитывая, что 
2

1,2

4

2

b b ac
x

a

−  −
= . 

Тогда ( ) ( )( )2 1
4 5 1 4 1 1 4 1

4
x x x x x x

 
− + = − − = − − 

 
; 

б) ( ) 4 25 4nQ x x x= + +  – многочлен 4-й степени. Решим биквадрат-

ное уравнение 
4 25 4 0x x+ + = . 

Если 
2x t= , то 

2 5 4 0t t+ + = , где 1 1t = − , 2 4t = − . 
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Тогда ( )( )2 5 4 1 4t t t t+ + = + + . 

Следовательно, ( )( )4 2 2 25 4 1 4x x x x+ + = + + ; 

в) ( ) 4 23 7 10nQ x x x= + −  – многочлен 4-й степени. Решим биквад-

ратное уравнение: 
4 23 7 10 0x x+ − = . 

Полагая 
2x t= , получаем: 

23 7 10 0t t+ − = , где 1 1t = , 2

10

3
t = − . 

Тогда: ( ) ( )( )2 10
3 7 10 3 1 1 3 10

3
t t t t t t

 
+ − = − + = − + 

 
. 

Следовательно, ( )( ) ( )( )( )4 2 2 2 23 7 10 1 3 10 1 1 3 10x x x x x x x+ − = − + = − + + ; 

г) ( ) 3 22 2nQ x x x x= − + −  

Выполняя группировку членов, получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 3 2 2 22 2 2 2 2 2 2 1x x x x x x x x x x x− + − = − + − = − + − = − + ; 

д) ( ) 5 4 36 9nQ x x x x= + + ; 

Вынося общий множитель за скобки, получаем: 

( ) ( )
25 4 3 3 2 36 9 6 9 3x x x x x x x x+ + = + + = + ; 

е) ( ) 3 25 11 10nQ x x x x= + + +  – многочлен 3-й степени. Один из 

корней многочлена находим методом подбора. Подставляем 

0, 1, 2...x =    в многочлен 3-й степени до тех пор, пока ( ) 0nQ x = . 

( )2 0nQ − = . Это легко проверить: 

( ) ( ) ( )
3 2

2 5 2 11 2 10 8 20 22 10 30 30 0− + − + − + = − + − + = − + = . 

Следовательно, 2x = −  – корень многочлена 3-й степени. 

Согласно следствию из теоремы Безу, если 2x = −  – корень много-

члена ( )nQ x , то многочлен 
3 25 11 10x x x+ + +  можно разделить на ( )2x +  

без остатка. 
3 2

23 2

2

2

5 11 10 2

3 52

3 11 10

3 6

5 10

5 10

0

x x x x

x xx x

x x

x x

x

x

+ + + +
−

+ ++

+ +
−

+

+
−

+
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Таким образом, ( )( )3 2 25 11 10 2 3 5x x x x x x+ + + = + + + . 

Корни многочлена 
2 3 5x x+ +  – комплексные, так как дискриминант 

квадратного трехчлена отрицательный. 

 

Задача 3 

Найти корни знаменателя: 

а) 
( )( )

2

4 1

1 3

x

x x

+

− +
; 

б) 
( )( )

3

2 2

3 5 1

4 4 4 8

x x

x x x x

+ −

− + + +
; 

в) 
( )( )

4 2

2 2

5 3 5

5 4 1

x x x

x x x

− + +

− + +
. 

Решение 

а) Многочлен ( ) ( )( )
2

1 3nQ x x x= − +  имеет следующие корни: 1x = , 

3x = − , причем 1x =  – действительный корень кратности 1, а 3x = −  – дей-

ствительный корень кратности 2; 

б) Многочлен ( ) ( )( ) ( ) ( )
22 2 24 4 4 8 2 4 8nQ x x x x x x x x= − + + + = − + +  

имеет следующие корни: 2x =  – действительный корень кратности 2, 

а корни многочлена 2 4 8x x+ +  – комплексно сопряженные, так как дис-

криминант квадратного трехчлена – отрицательный; 

в) Многочлен ( ) ( )( ) ( )( )( )2 2 25 4 1 1 4 1nQ x x x x x x x= − + + = − − +  

имеет следующие корни: 1x =  – действительный корень кратности 1, 4x =  

– действительный корень кратности 1 и комплексно сопряженные корни 

x i=  . 

 

Задача 4 

Найти интегралы: 

а) 
( )( )

2

2

3 5

1 2

x
dx

x x

+

− +
 ; 

б) 
4 2

4 2

2 5 1

2

x x x
dx

x x

+ + +

+ ; 
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в) 
5 4

4 2

2

4 3

x x
dx

x x

+ +

+ + . 

Решение 

а) 
( )( )

2

2

3 5

1 2

x
dx

x x

+

− +
 . 

Подынтегральная функция – правильная рациональная дробь. Все 

корни знаменателя ( )( ) ( )( )( )2 1 2 1 1 2x x x x x− + = − + +  действительные и 

различные, поэтому подынтегральную функцию можно представить в 

виде суммы трех простейших дробей – формула (1.9.13): 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )

23 5

1 1 2 1 1 2

x A B C

x x x x x x

+
= + +

− + + − + +
, где коэффициенты , ,A B C  

подлежат определению. 

Рассмотрим метод неопределенных коэффициентов. 

Приведем правую часть равенства к общему знаменателю: 

( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )

2 1 2 1 2 1 13 5

1 1 2 1 1 2

A x x B x x C x xx

x x x x x x

+ + + − + + − ++
=

− + + − + +
. 

Поскольку дроби равны, знаменатели равны, следовательно, равны 

и числители. 

( )( ) ( )( ) ( )( )23 5 1 2 1 2 1 1x A x x B x x C x x+ = + + + − + + − + ,             (*) 

( ) ( ) ( )2 2 2 23 5 3 2 2 1x A x x B x x C x+ = + + + + − + − , 

( ) ( ) ( )2 23 5 3 2 2x A B C x A B x A B C+ = + + + + + − − . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем: 

2

1

0

: 3

:3 0

: 2 2 5

x A B C

x A B

x A B C

+ + =


+ = 


− − = 

. 

При сложении этих уравнений найдем А: 

6 8A = , 
4

3
A = . 

Из второго уравнения найдем В: 
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4
3 0

3
B + = , 4B = − . 

Из первого уравнения найдем С: 

3C A B= − − , 
4 4 17

3 4 7
3 3 3

C = − + = − = . 

Тогда: 

( )( )

( ) ( )

( )

2

2

4 17
3

4

4 17
3 5 43 3

1 1 21 2

1 24 17
ln 1 4ln 1 ln 2 ln .

3 3 1

x
dx dx dx dx

x x xx x

x x
x x x C C

x

+ −
= + + =

− + +− +

− +
= − − + + + + = +

+

   
 

Второй метод определения коэффициентов 

1) Метод частных значений особенно удобен, когда знаменатель 

( )nQ x  правильной рациональной дроби имеет только действительные раз-

личные корни. 

2) Равенство (*) справедливо при любом значении x. 

Удобнее всего в качестве значений x выбирать корни знаменателя. 

Пусть 1x = , тогда: 

8 6A= , откуда 
4

3
A = . 

Полагая 1x = − , найдем: 

8 2B= − , 4B = − . 

При 2x = − , имеем: 

17 3C= , 
17

3
C = ; 

б) 
4 3

4 2

2 5 1

2

x x x
dx

x x

+ + +

+ . 

Подынтегральная функция – неправильная дробь (1.9.4), поэтому 

нужно выделить целую часть. 

Разделив числитель дроби на знаменатель, получаем: 

( )

4 3 3 2

4 2 2 2

2 5 1 5 4 1
2

2 2

x x x x x x

x x x x

+ + + − + +
= +

+ +
. 
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Знаменатель правильной рациональной дроби 
( )

3 2

2 2

5 4 1

2

x x x

x x

− + +

+
  

имеет корни: 

0x =  – действительный корень кратности 2, а многочлен 
2 2x +  

имеет комплексно сопряженные корни. 

Учитывая разложения (1.9.15) и (1.9.17), получаем: 

( )

3 2

2 22 2

5 4 1

22

x x x A B Cx D

x x xx x

− + + +
= + +

++
. 

Тогда: 

( ) ( ) ( )3 2 2 2 25 4 1 2 2x x x A x Bx x Cx D x− + + = + + + + + , 

( ) ( )3 2 3 25 4 1 2 2x x x B C x A D x Bx A− + + = + + + + + . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем 

систему для определения коэффициентов , , ,A B C D : 

3

2

1

0

: 5,

: 4,

: 2 1,

: 2 1.

x B C

x A D

x B

x A

+ =


+ = − 


= 
= 

 

Тогда: 
1

2
A = , 

1

2
B = , 

9

2
C = , 

9

2
D = − . 

Таким образом, 

( )

4 3

4 2 2 2

2 2 2

2

1 1 9 9
2 5 1 2 2 2 22

2 2

1 1 9 9
2

2 2 2 2 2 2

1 1 9 9
2 ln ln 2 arctg ;

2 2 4 2 2 2

dx dx x
x x x

dx dx dx
x x x x x

dx dx xdx dx
dx

x x x x

x
x x x C

x

−
+ + +

= + + + =
+ +

= + + + − =
+ +

= − + + + − +

    

      

в) 
5 4

4 2

2

4 3

x x
dx

x x

+ +

+ + . 

Подынтегральная функция – неправильная дробь (1.9.4), поэтому 

нужно выделить целую часть. 

Разделив числитель дроби на знаменатель, получаем: 
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( )( )

5 4 3 2

4 2 2 2

2 4 4 3 1
1

4 3 1 3

x x x x x
x

x x x x

+ + + + +
= + −

+ + + +
. 

Знаменатель дроби 
( )( )

3 2

2 2

4 4 3 1

1 3

x x x

x x

+ + +

+ +
 имеет два комплексно сопря-

женных корня: 
1,2x i=  , 

3,4 3x i=  . 

Учитывая замечание (1, п. 10, §9) и формулу (1.9.17), имеем: 

( )( )

3 2

2 22 2

4 4 3 1

1 31 3

x x x Ax B Cx D

x xx x

+ + + + +
= +

+ ++ +
. 

Отсюда: 

3 2 3 2 3 24 4 3 1 3 3x x x Ax Bx Ax B Cx Cx Dx D+ + + = + + + + + + + . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x, получаем 

систему для определения коэффициентов , , ,A B C D : 

3

2

1

0

: 4,

: 4,

:3 3,

:3 1.

x A C

x B D

x A C

x B D

+ =


+ = 


+ = 
+ = 

 

Рассмотрим две системы: 

4,

3 3

A C

A C

+ =


+ =
 и 

4,

3 1.

B D

B D

+ =


+ =
 

Тогда: 
1

2
A = − , 

3

2
B = − , 

9

2
C = , 

11

2
D = . 

Следовательно:  

( )

( ) ( )

5 4

4 2 2 2

2
2 2

1 3 9 11
2 2 2 2 21

4 3 1 3

1 3 9 11
ln 1 arctg ln 3 arctg .

2 4 2 4 2 3 3

x x
x x

dx x dx dx dx
x x x x

x x
x x x x C

− − +
+ +

= + − − =
+ + + +

= + + + + − + − +

   
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§10. Интегрирование тригонометрических функций 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. ( )sin ,cosR x x dx                (1.10.1) 

 

 tg
2

x
t=                                    (1.10.2) 

 

 

2
2

2tg
22sin

1
1 tg

2

x
t

x
x t

= =
+

+

          (1.10.3) 

2
2

2
2

1 tg
12cos
1

1 tg
2

x
t

x
x t

−
−

= =
+

+

          (1.10.4) 

2arctgx t=                               (1.10.5) 

2

2

1
dx dt

t
=

+
                           (1.10.6) 

( )sin ;cosR x x dx =        

2

2 2 2

2 1 2
;

1 1 1

t t
R dt

t t t

 −
=  

+ + + 
   

(1.10.7) 

R – рациональная функция от sin x  

и cos x . 
 

tg
2

x
t=  – универсальная тригоно-

метрическая подстановка. 

Замечание 1 

π πx−    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Следует запомнить: 

интеграл ( )sin ,cosR x x dx  подста-

новкой tg
2

x
t=  преобразуется в ин-

теграл от рациональной функции и 

может быть найден методами, рас-

смотренными в §9. 

Замечание 2 

Подстановка tg
2

x
t=  называется 

универсальной, так как дает воз-

можность проинтегрировать лю-

бую функцию вида ( )sin ,cosR x x . 

Однако на практике такая подста-

новка часто приводит к слишком 

громоздким вычислениям. 
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Замечание 3 

С помощи подстановки tg
2

x
t=  

очень удобно находить интегралы 

вида 
cos sin

dx

a x b x c+ + . 

2. sin cosm nx xdx                   (1.10.8) 

а) хотя бы один из показателей  

m или n – нечетное положитель-

ное число. 

Если n – нечетное, т.е. 2 1n k= + , то  

( )

2 1

2

2

sin cos

sin cos cos

sin 1 sin sin ,

m k

m k

k
m

x xdx

x x xdx

x x d x

+ =

= =

= −







  

(1.10.9) 

 

б) m и n – числа четные, неотрица-

тельные, 

( )

( )

2

2

1
sin 1 cos2 ,

2

1
cos 1 cos2

2

x x

x x

= −

= +

           (1.10.10) 

 
 

Следует запомнить: 

от множителя в нечетной степени 

отделяем один сомножитель в пер-

вой степени и вносим его под знак 

дифференциала, а к множителю в 

четной степени применяем основ-

ное тригонометрическое тожде-

ство (1.10.9). 

 

 

Следует запомнить: 

если m и n – числа четные, неотри-

цательные, то подынтегральное вы-

ражение (1.10.8) преобразуем с по-

мощью формул (1.10.10), т.е. приме-

няем формулы понижения степени. 

3. 
sin

cos

m

n

x
dx

x                          (1.10.11) 

а) m – нечетное положительное 

число, 2 1m k= + . 

2 1 2sin sin sin

cos cos

k k

n n

xdx x xdx

x x

+

= =    

( )21 cos cos
,

cos

k

n

x d x

x

−
= −            (1.10.12) 

 

б) m и n – четные, причем m < n, 

 

 

Следует запомнить: 

от множителя 
2 1sin k x+

 отделяем 

один сомножитель в первой сте-

пени и вносим его под знак диффе-

ренциала, а к множителю в четной 

степени применяем основное три-

гонометрическое тождество. 
 

Следует запомнить: 
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2
2

2

tg
sin

1 tg

x
x

x
=

+
,                   (1.10.13) 

2

2

1
cos

1 tg
x

x
=

+
,                 

(1.10.14) 

tg x t= ,                                 

(1.10.15) 

 

в) m и n – четные, причем m > n, 

 

 

 

 

 

г) m – четное, 

    n – нечетное 

sin

cos

m

n

x
dx

x ,  

замена sin x t= ,                      (1.10.16) 

cos

sin

m

n

x
dx

x ,  

замена cosx t= ,           (1.10.17) 

д) 2n m− =                          (1.10.18) 

2

2

sin sin

cos cos

sin 1

cos cos

tg tg

m m

n m

m

m

m

x x
dx dx

x x

x
dx

x x

xd x

+
= =

=  =

=

 





  

(1.10.19) 

к числителю и знаменателю приме-

няем формулы (1.10.13) и (1.10.14) 

и выполняем замену (1.10.15). 

 

 

 

 

Следует запомнить: 

можно положить tg x t=  или к чис-

лителю применить основное триго-

нометрическое тождество и 

почленно разделить на знамена-

тель. 

 

Следует запомнить: 

если cos x  – в нечетной степени, то 

выполняют замену (1.10.16), а если 

sin x  – в нечетной степени, то за-

мена (1.10.17). 

 
 

 

Замечание 

Аналогичные действия для  

cos

sin

m

n

x
dx

x . В дальнейшем интегри-

руем степенную функцию. 

4. tgm xdx   

          или                              

(1.10.20) 

Следует запомнить: 

для интегралов вида (1.10.20) при-

меняем замену tg x t=  или ctg x t=

. 
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ctgm xdx , где m – целое положи-

тельное число 

5. sin cosmx nxdx               

(1.10.21) 

 ( )(

( ) )

sin cos

1
sin

2

sin ,

mx nx

m n x

m n x

=

= + +

+ −

              (1.10.22) 

cos cosmx nxdx                   (1.10.23) 

( )(

( ) )

cos cos

1
cos

2

cos ,

mx nx

m n x

m n x

=

= + +

+ −

               (1.10.24) 

sin sinmx nxdx                    (1.10.25) 

( )(

( ) )

sin sin

1
cos

2

cos

mx nx

m n x

m n x

=

= − −

− +

               (1.10.26) 

Следует запомнить: 

формулы (1.10.22), (1.10.24), 

(1.10.26) дают возможность произ-

ведение тригонометрических 

функций представить в виде 

суммы. 

 

Задачи 

Задача 1 

Найти интеграл 
1 cos 2sin

dx

x x+ + . 

Решение 

Учитывая замечание 3 п.1, полагаем tg
2

x
t= . 

Тогда, принимая по внимание формулы (1.10.3), (1.10.4), (1.10.5) и 

(1.10.6), будем иметь: 
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2

2

2 2

2
21

1 41 cos 2sin 2 4 1 2
1

1 1

1 1
ln 1 2 ln 1 2tg .

2 2 2

dt
dx dt dtt

t tx x t t

t t

x
t C C

+= = = =
−+ + + +

+ +
+ +

= + + = + +

   
 

 

 

Задача 2 

Найти интеграл 
3 5sin cosx xdx . 

Решение 

Так как степени sin x  и cos x  нечетные и наименьшая степень равна 

3, то согласно пункту 2 представим подынтегральную функцию в виде 
3 5 2 5sin cos sin sin cosx x x x x =   . 

Следовательно, 

( )

3 5 2 5 2 5

8 6
7 5

sin cos sin sin cos (1 cos )cos cos

cos cos
cos cos cos .

8 6

x xdx x x xdx x xd x

x x
x x d x C

 =   = − − =

= − = − +

  


 

 

Задача 3 

Найти интеграл 
2cos 4xdx . 

Решение 

Учитывая, что cos4x  находится в четной степени, применяем метод 

понижения степени, описанный в (п. 2, б). 

2 1 cos8 1 cos8 1 1
cos 4 sin8

2 2 2 2 16

x x
xdx dx dx dx x x C

+
= = + = + +    . 

 

Задача 4 

Найти интеграл 
5

2

cos

sin

x
dx

x . 

Решение 

Показатель функции в числителе – нечетный, поэтому от 
5cos x  от-

деляем один сомножитель в первой степени и вносим под знак 
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дифференциала, а к множителю 
4cos x  применяем основное тригономет-

рическое тождество (п. 3, а): 

( ) ( )

( )

2 2
2 25 4

2 2 2 2

2 4

2

2 2

3

cos sin 1 sin sincos cos cos

sin sin sin sin

1 2sin sin sin 1
sin 2 sin sin sin

sin sin

1 sin
2sin .

sin 3

x d x x d xxdx x xdx

x x x x

x x d x
d x d x d x

x x

x
x C

x

−
= = = =

− +
= = − + =

= − − + +

   

     

 

Задача 5 

Найти интеграл 
2

8

sin

cos

x
dx

x . 

Решение 

Поскольку обе функции в числителе и в знаменателе в четной сте-

пени, причем m n , полагаем tg x t=  (п. 3, б). 

2 2
2

2 2

tg
sin

1 tg 1

x t
x

x t
= =

+ +
, 

( )
( )

4
4

8 2

42 2

1 1
cos cos

1 tg 1
x x

x t

 
= = = 

+  +
, 

arctgx t= , 
21

dt
dx

t
=

+
. 

( )

( ) ( )

( )

2

2 2 2 2
2 2 2 2 4

8

4
2

3 5 7
2 4 6 3 5 7

sin 1 1 1 1 2
1cos

1

2 1 2 1
2 tg tg tg .

3 5 7 3 5 7

t dt
x t tdx t t dt t t t dt
x

t

t t t
t t t dt C x x x C


+ += = + = + + =

+

= + + = + + + = + + +

   



 

 

Задача 6 

Найти интеграл 
4

2

sin

cos

x
dx

x . 

Решение 

Так как функции в числителе и в знаменателе в четной степени, при-

чем m n , можно выполнить замену tg x t= , но проще к числителю 
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применить основное тригонометрическое тождество и почленно разде-

лить на знаменатель (п. 3, в). 

( )

( )

2
24 2 4

2 2 2

2

2

1 cossin 1 2cos cos

cos cos cos

1
2 cos tg 2 1 cos2

cos 2

1 3 1
tg 2 sin 2 tg sin 2 .

2 4 2 4

x dxx x x
dx dx

x x x

dx
dx xdx x x x dx

x

x
x x x C x x x C

− − +
= = =

= − + = − + + =

= − + + + = − + +

  

     

 

 

Задача 7 

Найти интеграл 
9

11

cos

sin

x
dx

x . 

Решение 

Учитывая (п. 3, д), получаем: 
9 10

9

9 2

cos ctg
ctg ctg

sin sin 10

x x
dx xd x C

x x
= − = − +

  . 

Задача 8 

Найти интеграл 
5tg xdx . 

Решение 

Согласно п. 4 полагаем tg x t= , arctgx t= , 
21

dt
dx

t
=

+
. 

Тогда 
5 5

2
tg

1

dt
xdx t

t
= 

+  . 

Подынтегральная функция 
5

21

t

t+
 – дробно-рациональная, причем 

дробь – неправильная. 

На основании §9, п. 3 (формула 1.9.4), имеем: 

( )

( )

5 4 2
5 3 2

2 2

4 2
2

1
tg ln 1

1 1 4 2 2

tg tg 1
ln 1 tg .

4 2 2

t dt t t t
xdx t t dt t C

t t

x x
x C

 
= = − + = − + + + = 

+ + 

= − + + +

  
 

 

Задача 9 
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Найти интеграл sin7 cos8x xdx . 

Решение 

Учитывая формулы (1.10.21) и (1.10.22), получаем: 

( )( )
1 1

sin7 cos8 sin15 sin sin15
2 2

1 1 1
sin cos15 cos .

2 30 2

x x x x dx xdx

xdx x x C

 = + − = −

− = − + +

  


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§11. Интегрирование дифференциальных биномов 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. ( )
p

m nx a bx dx+                   (1.11.1) 

 

дифференциальный бином (1.11.1). 

,a b R , где R – множество дей-

ствительных чисел. 

, ,m n p Q , где Q – множество ра-

циональных чисел. 

2. ( )
p

m nx a bx dx+                 (1.11.2) 

 

 

 

а) если p Z , то 

              
Sx t=                          (1.11.3) 

 

б) если 
1m

Z
n

+
 , то 

              
n ka bx t+ =                (1.11.4) 

 

в) если 
1m

p Z
n

+
+  , то 

              
n kax b t− + =               (1.11.5) 

Следует запомнить: 

интеграл (1.11.2) выражается через 

элементарные функции только в 

трех случаях. 
 

Первая подстановка Чебышева. 

s – общий знаменатель дробей m и n. 

 

 

Вторая подстановка Чебышева. 

k – знаменатель дроби p. 

 

 

Третья подстановка Чебышева. 

k – знаменатель дроби p. 

 

Задачи 

Задача 1 

Найти интеграл 
( )4 1

dx

x x +
 . 

Решение 

( )4 1

dx

x x
=

+
  (преобразуем подынтегральную функцию) = 

1
1 1

2 41x x dx

−
−  

= + 
 

 . 
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1 1
, , 1

2 4
m n p= − = = − , так как 1p Z= −  ,  

то применяем первую подстановку Чебышева (1.11.3). 

4x t= , 
34dx t dt= . 

( ) ( ) ( )
1 11 1 1 1

14 4 3 2 32 4 2 41 1 4 4 1x x dx t t t dt t t t dt

− −
− − −−   

+ = +  = + =   
  

    

( )
1 1 1

4 4 4 1 4 ln 1
1 1 1

t t
dt dt dt t t C

t t t

+ −  
= = = − = − + + = 

+ + + 
    (учиты-

вая, что 4t x= ) ( )( )4 44 ln 1x x C= − + + . 

 

Задача 2 

Найти интеграл 
3 41 x

dx
x

+
 . 

Решение 

3 41 x
dx

x

+
=  (преобразуем подынтегральную функцию) = 

1
1 1 3
2 41x x dx

−  
= + 

 
 . 

1 1 1
, ,

2 4 3
m n p= − = = . 

Так как 
1

3
p Z=  , проверим 

1 1
1

1 2 2 2
1 1

4 4

m
Z

n

− +
+

= = =  , следова-

тельно, используем вторую подстановку Чебышева. 

1

341 x t+ = , 

1

34 1x t= − , ( )
4

3 1x t= − , ( )
3

3 24 1 3dx t t dt= − . 

( ) ( ) ( )

1
11 1 13 4 323 3 3 22 4 31 1 4 1 3x x dx t t t t dt

−−    + = − − =     
   

( ) ( )
2 3

3 3 212 1 1t t t t dt
−

= − − ( )
7 4

3 312 1 12
7 4

t t
t t dt C

 
= − = − + = 

 
   
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= (учитывая, что 
1

3
41t x= + ) 

7 4
1 1

4 43 3
12

1 3 1
7

x x C
   

= + − + + =   
   

 

( ) ( )
7 4

4 43 3
12

1 3 1 .
7

x x C= + − + +  

 

Задача 3 

Найти интеграл 
2

1 x
dx

x x

+
 . 

Решение 

2

1 x
dx

x x

+
=  (преобразуем подынтегральную функцию) = 

( )
5 1
2 21x x dx

−

= + . 

5 1
, 1,

2 2
m n p= − = = . 

Так как 
1

2
p Z=  , проверим 

5
1

1 32
1 2

m
Z

n

− +
+

= = −  . 

Вычислим 

5
1

1 1 3 12 1
1 2 2 2

m
p Z

n

− +
+

+ = + = − + = −  , следовательно, 

выполним третью подстановку Чебышева. 

1 21x t− + = , 
1 2 1x t− = − , ( )

1
2 1x t

−

= − , ( )
2

2 1 2dx t tdt
−

= − − . 

( ) ( ) ( )( ) ( )

1
5 25 1 1 1 222 2 22 21 1 1 1 1 2x x dx t t t tdt

−− − − −   + = − + − − − =
         

( )
( )

( )
( ) ( )

1
5 52

2 22 2
2 1 22 2 2

2 2

1 1
2 1 1 2 1

1 1 11

t t
t tdt t dt

t t tt

 
= − − + = − − = 

−  − −−
   

=
3

22 2
3

t
t dt C− = − + =  (учитывая, что 

1
1t

x
= + ) 

3
2 1

1
3

C
x

 
= − + + 

 
. 
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§12. Общие замечания о методах интегрирования 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

а) 
3 2

4 3

4 9 4

3 4

x x
dx

x x x

− +

− + ,               

(1.12.1) 

( )( )

3 2 3 2

24 3

4 9 4 4 9 4

3 4 1 2

x x x x

x x x x x x

− + − +
= =

− + + −
 

( )
2

1 22

A B C D

x x xx
= + + +

+ −−
,   (1.12.2) 

 

( )

( )

4 3

3 2

3 4

4 9 4

d x x x

x x dx

− + =

= − +
                (1.12.3) 

 
3 2

4 3

4 9 4

3 4

x x
dx

x x x

− +
=

− +  

( )4 3

4 3

3 4

3 4

d x x x
dx

x x x

− +
= =

− +  

4 3ln 3 4x x x C= − + + , 

Замечание 

В предыдущих параграфах мы рас-

смотрели наиболее важные методы 

интегрирования. Нетрудно понять, 

что операция интегрирования функ-

ций значительно сложнее операции 

дифференцирования функций. Во 

многих задачах требуется рацио-

нальный подход к нахождению ре-

шения. Знание основных правил ин-

тегрирования нужно сочетать с уме-

нием находить более короткий, 

простой способ решения. Интегри-

рование чаще всего может быть вы-

полнено не единственным спосо-

бом. 

 

интегрирование дробно-рацио-

нальной функции. 

(1.12.2) – разложение правильной 

рациональной дроби на сумму про-

стейших дробей (§9). 

Данный способ решения этой за-

дачи – не рациональный, так как 

при внимательном рассмотрении 

мы замечаем, что дифференциал 

функции, стоящей в знаменателе, 

есть числитель (1.12.3). 

Первообразная найдена с миниму-

мом затраченного времени и труда. 
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б) 

( )

2

2
2 1

x
dx

x +
 .                     (1.12.4) 

 

 

Полагая u x=  и 

( )
2

2 1

xdx
dv

x
=

+
, 

получаем: 

du dx= , 
( )2

1

2 1
v

x
= −

+
. 

Отсюда 

( ) ( )

2

2 222

1

2 12 11

x x dx
dx

xxx
= − + =

+++
   

( )2

1
arctg

22 1

x
x C

x
= − + +

+
. 

 

Как и в предыдущей задаче, можно 

разложить дробь на сумму про-

стейших дробей (§9), но не всегда 

следует действовать по шаблону. 
 

Рациональный способ решения 

данной задачи – интегрирование по 

частям: udv uv vdu= −   (§7). 

2. 

 

 

 

 

 
2 sin

, ,

cos
,

ln

x x
e dx dx

x

x dx
dx

x x

−

 

 

               (1.12.5) 

Замечание 1 

Производная от элементарной 

функции есть функция элементар-

ная. 

Иное дело с операцией интегриро-

вания. Существуют элементарные 

функции, интегралы от которых в 

элементарных функциях не выра-

жаются. 

(1.12.5) – «неберущиеся» инте-

гралы. 
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ГЛАВА 2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

§1. Понятие определенного интеграла.  

Геометрический смысл определенного интеграла 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. ( )y f x= ,  ;x a b               

(2.1.1) 

( )y f x=  – непрерывная функция 

на отрезке  ;a b . 

2. 

 
 

Рис. 2.1.1 

Отрезок  ;a b  произвольно разби-

вается на n частичных отрезков 

     0 1 1 2 1; , ; , , ,n nх х х х х х−
, при-

чем 0 1 1n nх х x х−    . 

3. ( )ξif ,                                   (2.1.2) 

     1ξ ;i i ix x−  

( )ξif  – значение функции в произ-

вольно выбранной точке  1ξ ;i i ix x− . 

4. ( )ξi if x                                (2.1.3) Произведение найденного значе-

ния функции в точке ξ i  на длину 

соответствующего отрезка 

1i i ix x x − = − . 

5. ( ) ( )1 1 2 2ξ ξ ...nS f x f x=  +  + +  

( ) ( )
1

ξ ξ
n

n n i i

i

f x f x
=

+  =          (2.1.4) 

( )
1

ξ
n

n i i

i

S f x
=

=   n-я интегральная 

сумма функции ( )y f x= . 

6. ( ) ( )
1

max 0

lim ξ

i

bn

i i
n i ax

f x f x dx
→ =
 →

 =   

(2.1.5) 

Следует запомнить: 

определенным интегралом назы-

вается предел, к которому стре-

мится n-я интегральная сумма, ко-

гда n→ , а наибольшая длина от-

резка ix  стремится к нулю. 
 

Замечание 

При построении интегральной 

суммы выполнены два допущения: 

1. Отрезок  ;a b  разбивается на ча-

стичные отрезки произвольным об-

разом; 
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2. Точки ξ i  выбирают на соответ-

ствующих отрезках произвольным 

образом. 

Следует запомнить: 

если функция ( )f x  – непрерывна 

на отрезке  ;a b , то предел, к кото-

рому стремится n-я интегральная 

сумма, не зависит ни от способа 

разбиения отрезка  ;a b  на ча-

стичные отрезки, ни от выбора в 

них промежуточных точек ξ i , 

другими словами, если функция 

( )y f x=  – непрерывна на от-

резке  ;a b , то определенный ин-

теграл ( )
b

a

f x dx  существует. 

7. ( )
b

a

f x dx                               (2.1.6) 
определенный интеграл (2.1.6). 

Читается: интеграл от a до b ( )f x  

на  dx , 

a – нижний предел интегрирова-

ния, 

b – верхний предел интегрирова-

ния 

8.  

 

Рис. 2.1.2 

( )y f x=  – непрерывная функция 

на  ;a b , причем ( ) 0f x  . 

Следует запомнить: 

фигура, ограниченная сверху  

графиком функции ( )y f x= , 

снизу – осью Ox , слева – прямой 

x a=  и справа – прямой x b= , 

называется криволинейной трапе-

цией (рис. 2.1.2). 
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9.   

 

    ( ) кр. трап.

b

a

f x dx S=                  

(2.1.7) 

Геометрический смысл 

 определенного интеграла 

Следует запомнить: 

определенный интеграл от неот-

рицательной функции равен пло-

щади криволинейной трапеции 

(рис. 2.1.2). 

10.  Замечание 

Определенный и неопределенный 

интегралы тесно связаны между 

собой, хотя определенный инте-

грал есть число, а неопределен-

ный интеграл – совокупность пер-

вообразных функций. 

 

Задачи 

Задача 1 

Вычислить, исходя из определения, интеграл 1
b

a

dx . 

Решение 

Построим криволинейную трапецию, ограниченную сверху графи-

ком функции 1y = , снизу – осью Ox , слева – прямой x a=  и справа – пря-

мой x b= . Полученная фигура – прямоугольник. 

 

 

Рис. 2.1.3 
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Разобьем отрезок  ;a b  на n частичных отрезков точками 

0 1 2, , ,…, nх х х х  (рис. 2.1.3). 

Через точки 0 1 2, , ,…, nх х х х  проведем прямые, параллельные оси 

Oy , т.е. разобьем прямоугольник на n малых прямоугольников. 

На каждом отрезке ix выберем произвольно точку ξ i  и вычислим 

значение функции ( )ξif . Очевидно, что для любой точки ξ i  функция 

( )ξ 1if = . Составим интегральную сумму: 

1 2 3

1 2 1 3 2 1

1 1 1 ... 1

... .

n n

n

S x x x x

x a x x x x b x b a−

=  +  +  + +  =

= − + − + − + + − = −
 

Предел этой интегральной суммы при n→  равен ( )b a− . 

Следовательно, 1
b

a

dx b a = − . 
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§2. Свойства определенного интеграла 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. ( ) ( )
b b

a a

k f x dx k f x dx=  ,     (2.2.1) 
const.k =  

Постоянный множитель можно вы-

носить за знак определенного инте-

грала. 

2. ( ) ( )
b

a

f x g x dx+ =     

  ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx= +          (2.2.2) 

 

Определенный интеграл от суммы 

двух функций равен сумме интегра-

лов от этих функций. 

Замечание 

Свойство 2 справедливо для любого 

конечного числа слагаемых. 

3. ( ) ( )
b a

a b

f x dx f x dx= −          (2.2.3) 
Если верхний и нижний пределы ин-

тегрирования поменять местами, то 

значение интеграла изменится на 

противоположное. 

4. ( ) 0

a

a

f x dx =                       (2.2.4) 
Если верхний и нижний пределы ин-

тегрирования совпадают, т.е. a b= , 

то такой интеграл равен нулю. 

5. ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx= +   , 

                        a c b           (2.2.5) 

Отрезок интегрирования можно раз-

бивать на части. 

6. Если ( ) 0f x  ,  ;x a b  ,  

то ( ) 0

b

a

f x dx                       (2.2.6) 

Если подынтегральная функция на 

отрезке  ;a b  не меняет знака, то ин-

теграл (2.2.6) – это число того же 

знака, что и функция. 

7. Если ( ) ( )φf x x ,  ;x a b  ,  

то ( ) ( )
b b

a a

f x dx x dx             (2.2.7) 

 

Неравенство между функциями вле-

чет неравенство того же смысла 

между их определенными интегра-

лами. 

Следует запомнить: 

неравенство между непрерывными 

функциями на отрезке  ;a b  можно 

интегрировать. 
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8. ( ) ( )( )
b

a

f x dx f b a=  − ,    (2.2.8) 

                 ξa b   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.2.1 

 

Теорема о среднем значении 

Следует запомнить: 

если ( )f x  – непрерывная на отрезке 

 ;a b  функция, то существует такая 

точка ( )ξ ;a b , что справедливо ра-

венство (2.2.8). 

Замечание 

Формула (2.2.8) позволяет теорему о 

среднем значении сформулировать 

так: 

определенный интеграл от непрерыв-

ной функции равен произведению 

значения этой функции в некоторой 

точке отрезка интегрирования на 

длину отрезка. 

Геометрическое истолкование тео-

ремы о среднем значении 

Пусть ( ) 0f x  . 

( )
b

a

f x dx S= , где S – площадь криволи-

нейной трапеции aMNb  (рис. 2.2.1). 

Тогда найдется такая точка ( )ξ ;a b , 

что площадь криволинейной трапе-

ции aMNb  равна площади прямо-

угольника ( )( )( )aABb S f b a=  − ,  

с тем же основанием, что и у криво-

линейной трапеции aMNb  и высо-

той – ( )ξf  (рис. 2.2.1). 

Следует запомнить: 

криволинейная трапеция равнове-

лика прямоугольнику с тем же осно-

ванием и высотой ( )ξf  в промежу-

точной точке ( )ξ ;a b . 
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§3. Вычисление определенного интеграла.  

Формула Ньютона – Лейбница 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. ( ) ( )
x

a

x f t dt =  ,                (2.3.1) 
интеграл с переменным верхним 

пределом. 

consta =  

Следует запомнить: 

интеграл с переменным верхним пре-

делом ( )
x

a

f t dt  – есть функция верх-

него предела ( )x . 

2.  

 

Рис. 2.3.1 

 

( ) ( )x f x =                          (2.3.2) 

или 

( ) ( )
x

a

f t dt f x

 
= 

 
                 (2.3.3) 

 

Если ( ) 0f t  , то величина ( )x  

численно равна площади криволи-

нейной трапеции aAXx  (рис. 2.3.1). 

Замечание 

Площадь криволинейной трапеции 

aAXx  изменяется в зависимости от 

изменения x. 

Следует запомнить: 

производная от интеграла с перемен-

ным верхним пределом равна значе-

нию подынтегральной функции, вы-

численной в верхнем пределе. 

Замечание 

Функция ( )F x  есть первообразная 

для функции ( )f x , если 

( ) ( )F x f x =  (глава I, §1, п.1), следо-

вательно, интеграл с переменным 

верхним пределом является первооб-

разной для подынтегральной функ-

ции. 

3. ( ) ( ) ( )
b

a

f x dx F b F a= −     (2.3.4) 

 

Формула Ньютона – Лейбница 

 

Следует запомнить: 
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( ) ( )

( ) ( )

b
b

aa

f x dx F x

F b F a

= =

= −


              (2.3.5) 

чтобы вычислить определенный ин-

теграл, нужно найти первообразную 

( )F x  для подынтегральной функции 

( )f x  и определить разность значе-

ний первообразной в верхнем и ниж-

нем пределах интегрирования (2.3.5). 

Замечание 1 

( )
b

a

f x dx  – определенный интеграл, 

если: 

1) ( )f x  непрерывна  ;x a b   

2) пределы интегрирования a и b – 

конечны. 

Замечание 2 

Для разрывных функций формула 

Ньютона – Лейбница может не иметь 

места. 

 

Задачи 

Задача 1 

Вычислить определенные интегралы: 

а)  ( )
3

4 3

2

5 4 2 1x x x dx
−

− + − ; 

б)  
4

3
1

2 3
4 x dx

x x

 
− − 

 
 ; 

в)  
8

3
1

2 3x
dx

x

−
 ; 

г)  

3

3

2
2

3

4 9

dx

x−
 . 

Решение 

а)  ( ) ( )
3 3

4 3 5 4 2 5 4 2

22

5 4 2 1 3 3 3 3x x x dx x x x x
−−

− + − = − + − = − + − −  
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( ) ( ) ( ) ( )( )5 4 2
2 2 2 2 243 81 9 3 32 16 4 2 210− − − − + − − − = − + − + + − − = ; 

б)  
1 14 4

3 2 2
3

1 1

2 3
4 2 4 3x dx x x x dx

x x

−
−  

− − = − − =  
   
   

4
3 3

2
1

1 8 1 8 8
6 4 6 4 1 6

3 16 3 3
x x

x

   
= − − − = − − − − − − − =   
   

 

1 64 8 1139
12 1 6

16 3 3 48
= − − − + + + = − ; 

в) 
2 18 8 8 8

5 23 33 3

3 3 3
11 1 1

2 3 2 3 6 9
2 3

5 2

x x
dx dx x x dx x x

x x x

− −    
= − = − = − =    

    
    

5 23 36 9 6 9 6 9 6 9 186 27
8 8 32 4 23,7;

5 2 5 2 5 2 5 2 5 2
= − − + =  −  − + = − =  

г) 

3 3 3

3 3 3

2
2 2 22

3 3 3

1 1 3
arcsin

3 3 244 9

9

dx dx x

x
x

= = =
−

−

   

1 3 2 1 π π π
arcsin arcsin .

3 2 2 3 3 4 36

   
= − = − =   

  
 

 

Задача 2 

Вычислить определенные интегралы: 

а) ( )
5

3

1

2 1x dx− ; 

б) 
3

1
2

0

xe x dx ; 

в) 

π

2

0

cos

2 sin

xdx

x+
 . 

Решение 

а) ( ) ( ) ( )
( )

( )

5

5 5 3 5 523 5
2

1 11 1

2 11 1 1
2 1 2 1 2 1 2 1

52 2 5

2

x
x dx x d x x

−
− = − − = = − =   
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( ) ( )5 51 1 242
9 1 3 1 48,4

5 5 5
= − = − = = ; 

б) ( )
3 3 3

1 1 1
2 3

00 0

1 1 1
1

3 3 3

x x xe x dx e dx e e = = = −  ; 

в) 
( )

( )

π π π

2 2 2

00 0

2 sincos
ln 2 sin

2 sin 2 sin

d xxdx
x

x x

+
= = + =

+ +
   

   ( )
π 3

ln 2 sin ln 2 sin0 ln3 ln2 ln
2 2

 
= + − + = − = 

 
. 

 

Задача 3 

Вычислить определенные интегралы: 

а) 
1

2
0 4 5

dx

x x+ +
 ; б) 

2

3
1

dx

x x+
 ; 

в) 

π

2
3

0

cos xdx . 

Решение 

а) 
1

2
0 4 5

dx

x x+ +
 . 

Выделяем полный квадрат в знаменателе (глава I, §6, формула (1.6.2)): 

( )
22 4 5 2 1x x x+ + = + + . 

Тогда, применяя формулу Ньютона – Лейбница, получаем: 

( )

( )

( )

( )

1 1 1

2 22
0 0 0

1

0

2

4 5 2 1 2 1

arctg 2 arctg3 arctg2.

d xdx dx

x x x x

x

+
= = =

+ + + + + +

= + = −

  

 

б) 
2

3
1

dx

x x+
 . 

Разложим правильную рациональную дробь на сумму простейших 

дробей (глава I, §9, формула (1.9.18)): 

( )3 22

1 1

11

A Bx C

x x x xx x

+
= = +

+ ++
. 
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Тогда: 
2 2 1Ax Bx Cx A+ + + = , 

2

0

: 0

: 0 1, 1, 0

: 1

x A B

x C A B C

x A

+ =


= = = − =


= 

. 

Применяя формулу Ньютона – Лейбница, получаем: 

( )
2 2 2 2 2

2

3 2
1 11 1 1

1
ln ln 1

1 2

dx dx xdx
x x

x x x x
= − = − + =

+ +
    

( )
1 1 5 2 2 8

ln2 ln1 ln5 ln2 ln2 ln ln ln ln 1,6
2 2 2 55

= − − − = − = = = , 

в) 

π

2
3

0

cos xdx . 

Учитывая правило (глава I, §10, формула (1.10.9)), получаем: 

( )

π π π

2 2 2
3 2 2

0 0 0

π
3

2

0

cos cos sin 1 sin sin

sin 1 2
sin 1 .

3 3 3

xdx xd x x d x

x
x

= = − =

 
= − = − = 
 

  
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§4. Замена переменной в определенном интеграле.  

Интегрирование по частям 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1. ( )
b

a

f x dx , 

    ( )φx t=                              (2.4.1) 

 

( ) ( )( ) ( )
b

a

f x dx f t t dt





=      

(2.4.2) 

Для вычисления интеграла ( )
b

a

f x dx  

от непрерывной функции выполнена 

подстановка ( )φx t=  (2.4.1). 

 

Формула замены переменной в 

определенном интеграле 

Следует запомнить: 

1) ( ) ( )φ α , φ βa b= = ; 

2) ( )φ t  и ( )φ t  непрерывны на от-

резке  ;  ; 

3) ( )( )φf t  – определена и непре-

рывна на отрезке  ;  . 

Замечание 1 

Для вычисления определенного ин-

теграла с помощью замены перемен-

ной поступают так же, как и при ре-

шении задач (глава I, §5). 

Замечание 2 

Если в неопределенном интеграле 

после нахождения первообразной 

возвращаются к первоначальной пе-

ременной, то в случае определен-

ного интеграла возвращаться к пер-

воначальной переменной необходи-

мости нет, так как в процессе 

решения меняют пределы интегри-

рования. 

2. 

b b
b

aa a

u dv uv vdu = −             (2.4.3) 
Формула интегрирования по частям 

в определенном интеграле. 

Замечание 1 
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( )u u x=  и ( )v v x=  – дифференци-

руемые функции от x. 

Замечание 2 

Основные правила интегрирования 

по частям были рассмотрены ранее в 

главе I, §7, они справедливы и для 

определенного интеграла. 

 

Задачи 

Задача 1 

Вычислить интегралы: 

а) 

( )

7

2 330 1 3 1

dx

x x+ + +
 ; 

б) 
ln 2

0

1xe dx− ; 

в) 

( )

3

3
21 1

dx

x+
 . 

Решение 

а) 

( )

7

2 330 1 3 1

dx

x x+ + +
 . 

Применим подстановку 
31x t+ = . 

Тогда 
3 1x t= − , 

23dx t dt= . 

Если 0x = , то 1t = ; 

если , то . 

Поэтому  

 

; 

7x = 2t =

( )

27 2 2 2

22 330 1 1 1

3 3 3
3 3

3 3 31 3 1

dx t dt tdt t
dt

t t t tx x

+ −
= = = =

+ + ++ + +
   

( ) ( )
2 2

11

3
3 1 3 3ln 3 3 2 3ln5 1 3ln 4

3
dt t t

t

 
= − = − + = − − + = 

+ 


4 4
3 1 3ln 3 9ln

5 5

 
= + = + 

 
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б) . 

Положим , тогда  и . 

Если , то ; 

если , то . 

Поэтому  

; 

в) . 

Применим подстановку , тогда . 

Если , то ; 

если , то . 

Следовательно, 

 

. 

 

Задача 2 

Можно ли интеграл  вычислить с помощью подстановки 

. 

Решение 

ln 2

0

1xe dx−

2 1xt e= − 2 xtdt e dx=
2

2

1

tdt
dx

t
=

+

0x = 0t =

ln 2x = 1t =

2 2ln 2 1 1 1

2 2 2
0 0 0 0

2 1 1
1 2 2

1 1 1

x tdt t dt t
e dx t dt

t t t

+ −
− =  = = =

+ + +
   

( ) ( )
1 1

2
00

1 π
2 1 2 arctg 2 1 arctg1 2 1

1 4
dt t t

t

   
= − = − = − = −   

+   


( )

3

3
21 1

dx

x+


tgx t=
2cos

dt
dx

t
=

1x =
π

4
t =

3x =
π

3
t =

( ) ( )

π π π π
3 3 3 32 3

3 3
22 2π π π π1

34 4 4 4

cos cos sin
1

cos1 1 tg
cos

dt
dx dtt tdt t

tx t
t

= = = = =

+ +
   

π π 3 2 3 2
sin sin

3 4 2 2 2

−
= − = − =

2
23

0

1 x dx−

cosx t=
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Если выполнить подстановку , то при определении новых 

пределов интегрирования возникает ситуация . Данное уравнение 

решений не имеет, так как , и определить верхний предел инте-

грирования невозможно. 

Следовательно, вычислить интеграл  с помощью подста-

новки  невозможно. 

 

Задача 3 

Вычислить интегралы: 

а) ; 

б) . 

Решение 

а) . 

Учитывая правило, рассмотренное в главе I, §7, формула (1.7.4), по-

ложим: , . 

Тогда , . Следовательно, по формуле (2.4.3) полу-

чаем: . 

б) . 

Согласно правилу, рассмотренному в главе I, §7, формула (1.7.6), 

положим: , . Тогда , . 

Следовательно, 

cosx t=

cos 2t =

cos 1t 

2
23

0

1 x dx−

cosx t=

2

0

cosx xdx





1

0

arctg xdx

2

0

cosx xdx





u x= cosdv xdx=

du dx= sinv x=
π ππ π

2 22 2

0 00 0

π π
cos sin sin cos 1;

2 2
x xdx x x xdx x= − = + = − 

1

0

arctg xdx

arctgu x= dv dx=
2

1

1
du dx

x
=

+
v x=
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. 

  

( )
1 1

1 1
2

2
0 00 0

π 1 π 1
arctg arctg ln 1 ln2

1 4 2 4 2

π
ln 2.

4

xdx
xdx x x x

x
= − = − + = − =

+

= −

 
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§5. Несобственные интегралы 

Говоря об определённых интегралах, мы всегда отмечали, что про-

межуток интегрирования конечен и подынтегральная функция на нем не-

прерывна. 

В этом параграфе будут рассмотрены интегралы с бесконечными 

пределами и интегралы от разрывных функций. 
 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1.   

                                  (2.5.1) 

     

Символическая запись несобствен-

ных интегралов I рода или инте-

гралов с бесконечными пределами. 

2.      (2.5.2) 
Несобственным интегралом от не-

прерывной функции f (x) на проме-

жутке  называется предел 

интеграла  при  

Следует запомнить: 

если существует конечный предел 

, то несобственный 

интеграл  называется схо-

дящимся, если указанный предел 

бесконечен или не существует, ин-

теграл называют расходящимся. 

3. 

 
Рис. 2.5.1 

Геометрический смысл сходяще-
гося несобственного интеграла 

первого рода  

(рис. 2.5.1). 

( ) ,
a

f x dx

+



( ) ,

b

f x dx
−



( )f x dx

+

−



( ) ( )lim

b

b
a a

f x dx f x dx

+

→+
= 

 );a +

( )
b

a

f x dx .b→+

( )lim

b

b
a

f x dx
→+ 

( )
a

f x dx

+



( )
a

f x dx

+


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График функции y = f (x), где  f (x) > 0, 
ограничивает криволинейную тра-
пецию с бесконечным основанием. 

Следует запомнить: 

если несобственный интеграл 

 сходится, то говорят, 

что заштрихованная фигура имеет 

площадь, равную этому инте-

гралу. 

Замечание 

Если интеграл  расхо-

дится, то говорить о площади фи-

гуры нельзя. 

4.      (2.5.3) 

 

 

Рис. 2.5.2 

Определение несобственного инте-

грала на промежутке  и со-

ответствующие выводы о сходимо-

сти аналогичны пункту 2. 

Геометрический смысл сходяще-

гося несобственного интеграла 

первого рода  

(рис. 2.5.2), где . 

5. 

 

                                                  

(2.5.4) 

 

 

 

 

Если  непрерывна на всей чис-

ловой прямой, то можно рассмат-

ривать несобственный интеграл на 

интервале . 

с – произвольная точка на оси . 

 

Замечание 

Так как функция f (x) непрерывна 

на всей числовой прямой, то за 

( )
a

f x dx

+



( )
a

f x dx

+



( ) ( )lim

b b

a
a

f x dx f x dx
→−
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=  ( ;b−
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b

f x dx
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

( ) 0f x 

( ) ( ) ( )
c

c

f x dx f x dx f x dx
+ +

− −

= +  

( ) ( ) ( )
0

0

f x dx f x dx f x dx
+ +

− −

= +  

( )f x

( );− +

Ox
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(2.5.5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.5.3 

произвольную точку оси  целе-

сообразно взять . 

Следует запомнить: 

если оба интеграла в правой ча-

сти равенства (2.5.5) сходятся, то 

интеграл  называется 

сходящимся. 

Замечание 

Если хотя бы один из интегралов в 

правой части равенства (2.5.5) рас-

ходится, то несобственный инте-

грал  расходится. 

Геометрический смысл сходяще-

гося несобственного интеграла пер-

вого рода  (рис. 2.5.3), 

где . 

6. 

 
 

 

,        (2.5.6) 

 

Перейдем к рассмотрению инте-

гралов от функций с бесконечными 

разрывами (несобственные инте-

гралы II рода). 

Пусть функция y = f (x) непрерывна 

для всех значений x, ,  

а при  имеет бесконечный раз-

рыв (т.е.  – точка разрыва вто-

рого рода). 

Следует запомнить: 

несобственным интегралом от 

функции f (x), непрерывной при 

 и имеющей бесконечный 

разрыв при , называется 

Ox

0c =

( )f x dx
+

−



( )f x dx
+

−



( )f x dx
+

−



( ) 0f x 

( ) ( )
ε

ε 0
lim

b b

a a

f x dx f x dx
−

→
= 

ε 0

a x b 

x b=

x b=

a x b 

x b=
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предел  при  (

), формула (2.5.6). 

Следует запомнить: 

если существует конечный предел 

, то несобственный 

интеграл называется сходящимся, 

если же указанный предел бесконе-

чен или не существует – интеграл 

называется расходящимся. 

7. 

 

 

Рис. 2.5.4 

Геометрический смысл сходя-

щегося несобственного интеграла 

второго рода  (x = b – 

точка бесконечного разрыва, т.е. 

точка разрыва второго рода). 

График функции y = f (x), где 

 ограничивает беско-

нечно высокую криволинейную 

трапецию (рис. 2.5.4). 

Следует запомнить: 

если несобственный интеграл 

   (x = b – точка бесконеч-

ного разрыва) сходится, то гово-

рят, что заштрихованная фигура 

измеряет площадь этой бесконеч-

ной трапеции; в противном случае 

трапеция площади не имеет. 

8.  

 

 

 

 

Пусть функция y = f (x) непрерывна 

для всех значений x, , а при 

x = a имеет бесконечный разрыв 

(т.е. x = a – точка разрыва второго 

рода). 

Следует запомнить: 

( )
ε

ε 0
lim

b

a

f x dx
−

→
 ε 0→

ε 0

( )
ε

ε 0
lim

b

a

f x dx
−

→


( )
b

a

f x dx

( ) 0f x 

( )
b

a

f x dx

a x b 
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         (2.5.7) 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.5.5 

несобственным интегралом от 

функции f (x), непрерывной при 

 и имеющей бесконечный 

разрыв при x = a, называется пре-

дел интеграла  при 

 ( ), формула (2.5.7). 

 

Замечание 

Выводы о сходимости или расхо-

димости , где x = a – 

точка бесконечного разрыва, ана-

логичны пункту 6. 

Геометрический смысл сходяще-

гося несобственного интеграла вто-

рого рода  (x = a – точка 

разрыва второго рода). 

График функции y = f (x), где 

 ограничивает бесконечно 

высокую криволинейную трапе-

цию (рис. 2.5.5). 

Следует запомнить: 

если несобственный интеграл 

   (x = a – точка разрыва 

второго рода) сходится, то гово-

рят, что заштрихованная фигура 

измеряет площадь этой бесконеч-

ной трапеции (рис. 2.5.5); в против-

ном случае трапеция площади не 

имеет. 

9.  

             (2.5.8) 

Если функция y = f (x) имеет беско-

нечный разрыв в некоторой точке 

x = c внутри отрезка [a; b], то 

( ) ( )
ε 0

ε

lim
b b

a a

f x dx f x dx
→

+

= 

ε 0 a x b 

( )
ε 0

ε

lim
b

a

f x dx
→

+



ε 0→ ε 0

( )
b

a

f x dx

( )
b

a

f x dx

( ) 0f x 

( )
b

a

f x dx

( )
b

a

f x dx =

( ) ( )
c b

a c

f x dx f x dx= + 
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Рис. 2.5.6 

интеграл  разбивают на 

два интеграла (2.5.8). 

Замечание 1 

К интегралу  применяем 

формулу (2.5.6), а к интегралу 

 – формулу (2.5.7). 

 

 

Следует запомнить: 

если оба интеграла в правой части 

равенства (2.5.8) сходятся, то ин-

теграл  называется схо-

дящимся. 

Замечание 2 

Если хотя бы один из интегралов в 

правой части равенства (2.5.8) рас-

ходится, то несобственный инте-

грал  расходится. 

Геометрический смысл сходяще-

гося несобственного интеграла вто-

рого рода , где  – 

точка бесконечного разрыва 

(рис. 2.5.6). 

Замечание 3 

 и  изменяются независимо 

друг от друга,  и . 

10.  

             (2.5.9) 

 

Следует запомнить: 

если функция y = f (x) имеет беско-

нечные разрывы при x = a и x = b,  

а при  функция  – не-

прерывна, то отрезок [a; b] 

( )
b

a

f x dx

( )
c

a

f x dx

( )
b

c

f x dx

( )
b

a

f x dx

( )
b

a

f x dx

( )
b

a

f x dx ( );c a b

1ε 2ε

1ε 0 2ε 0

( )
b

a

f x dx =

( ) ( )
c b

a c

f x dx f x dx= +  ( ),x a b ( )f x
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                              (2.5.10) 

разбивают на два отрезка любой 

внутренней точкой  (2.5.9). 

К интегралу  применяют 

формулу (2.5.7), а к интегралу 

 – формулу (2.5.6). 

Замечание 

Если функция y = f (x) непрерывна 

на отрезке [a; b] и имеет внутри от-

резка конечное число точек раз-

рыва второго рода , то 

интеграл  определяется 

по формуле (2.5.10). 

11. Следует запомнить: 

при вычислении интеграла 

, функция y = f (x) может 

иметь бесконечный разрыв в одном 

из пределов интегрирования или во 

внутренней точке интервала (a; b), 

тогда применять формулу Нью-

тона – Лейбница нельзя. Если вы-

числить данный интеграл по фор-

муле Ньютона – Лейбница, не об-

ращая внимание на разрыв 

подынтегральной функции в одной 

из этих точек, то полученный ре-

зультат будет неверным. 

 

Задачи 

Задача 1 

Вычислить несобственные интегралы или установить их расходи-

мость: 

( ) ( ) ( )
1 2

1

...
c cb

a a c

f x dx f x dx f x dx= + + +  

( )
n

b

c

f x dx+ 

( ),c a b

( )
c

a

f x dx

( )
b

c

f x dx

1 2, ,..., nc c c

( )
b

a

f x dx

( )
b

a

f x dx
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а) ; 

б) ; 

в) . 

Решение 

а)  (формула (2.5.2)). 

Применяя метод подведения под знак дифференциала, получаем: 

, 

т.е.  – расходится; 

б)  (формула (2.5.3)). 

Выделяя полный квадрат в знаменателе, получаем: 

 

,  

так как , . 

Следовательно,  – сходится; 

в)  (формула (2.5.5)). 

Рассмотрим . 

Применим формулу интегрирования по частям. 
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Полагая , , получаем , . 

Тогда  

. 

Следовательно,  – расходится. Интеграл  вычислять 

не нужно, так как, согласно замечанию п.5. §5, если хотя бы один из инте-

гралов расходится, то несобственный интеграл  расходится. 

 

Задача 2 

Вычислить несобственные интегралы или установить их расходи-

мость: 

а) ; 

б) ; 

в) . 

Решение 

а) . 

При  подынтегральная функция  имеет бесконечный 

разрыв. 

Учитывая формулу (2.5.6), получаем: 

 

, т.е. интеграл сходится; 

u x= xdv e dx= du dx=
xv e=
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б) . 

При  подынтегральная функция  имеет бесконечный 

разрыв. 

Учитывая формулу (2.5.7), получаем: 

,  

т.е. этот несобственный интеграл расходится; 

 

в) . 

Так как внутри отрезка интегрирования существует точка , где 

подынтегральная функция разрывна, то интеграл  нужно пред-

ставить в виде суммы двух интегралов (формула (2.5.8)). 

. 

К первому интегралу  применяем формулу (2.5.6), 

так как  – точка бесконечного разрыва. 

 

, т.е. интеграл сходится. 

Ко второму интегралу  применяем формулу (2.5.7). 
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, т.е. интеграл сходится. 

Так как оба интеграла сходятся, то интеграл  также схо-

дится, причем . 

  

( )( )3 33
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3lim 2 4 4 ε 3 2
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dx
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ГЛАВА 3. ПРИМЕНЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА  

К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ ГЕОМЕТРИИ 

§1. Вычисление площадей плоских фигур 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1.  

 

Рис. 3.1.1 

                        (3.1.1) 

В декартовой системе координат 

площадь криволинейной трапеции, 

ограниченной кривой , осью 

OX и прямыми x = a и  (рис. 3.1.1), 

определяется по формуле (3.1.1). 

Замечание 1 

Функция  на отрезке . 

Замечание 2 

Как было показано выше (глава II, 

§1), формула (3.1.1) выражает гео-

метрический смысл определенного 

интеграла. 

2. 

 

Рис. 3.1.2 

                        (3.1.2) 

Следует запомнить: 

если  на отрезке , то 

определенный интеграл 

, следовательно, площадь криволи-

нейной трапеции находят по фор-

муле (3.1.2). 

 

 

 

 

 

 

 

( )
b

a

S f x dx= 

( )y f x=

x b=

( ) 0f x   ;a b

( )
b

a

S f x dx= −

( ) 0f x   ;a b

( ) 0

b

a

f x dx 
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3. 

 

Рис. 3.1.3 

         (3.1.3) 

Плоская фигура ограничена пря-

мыми x = a,  и кривыми 

 и , причем 

,  (рис. 3.1.3). 

Следует запомнить: 

площадь фигуры ABCD равна раз-

ности площадей криволинейных 

трапеций S2 и S1, где ,  

а  (рис. 3.1.3). 

4. 

 

Рис. 3.1.4 

 

 

(3.1.4) 

Плоская фигура ограничена кри-

выми , , . 

В качестве величин a, b, c служат 

абсциссы точек пересечения задан-

ных кривых. 

 

 

 

 

 

 

 

Следует запомнить: 

площадь фигуры ABC равна сумме 

площадей криволинейных трапеций 

S1 и S2, где , а  

минус площадь криволинейной тра-

пеции ,  (3.1.4). 

Замечание 

Если плоская фигура является сим-

метричной, то решение задачи 

можно упростить, вычислив, напри-

мер, половину площади искомой фи-

гуры, если она имеет одну ось сим-

метрии, или четверть искомой пло-

щади, если фигура имеет две оси 

( ) ( )( )2 1

b

a

S f x f x dx= −

x b=

( )1y f x= ( )2y f x=

( ) ( )1 2f x f x ( )a x b 

2 aABbS S=

1 aDCbS S=

( ) ( ) ( )
b c c

a b a

S f x dx g x dx x dx= + −   

( )y f x= ( )y g x= ( )φy x=

1 aABbS S= 2 bBCcS S=

3S 3 aACcS S=
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симметрии  

и т.д. 

 

5.  

                              (3.1.5) 

 

                (3.1.6) 

Следует запомнить: 

если криволинейная трапеция огра-

ничена линией, заданной парамет-

рическими уравнениями (3.1.5), то 

площадь фигуры вычисляется по 

формуле (3.1.6). 

Замечание 

Если линия задана параметриче-

скими уравнениями (3.1.5), то фор-

мулу (3.1.6) получаем из формулы 

(3.1.1) с учетом того, что 

, а α и β определяем из 

равенств  и . 

Полярные координаты 

6. 

 

Рис. 3.1.5 

Полярная система координат опре-

деляется заданием некоторой точки 

О (полюса), исходящего из этой 

точки луча (полярной оси) и указа-

нием единицы масштаба (рис. 3.1.5). 

7. 

 

Рис. 3.1.6 

 

                                  (3.1.7) 

Полярными координатами произ-

вольной точки M называются числа 

 и  (рис. 3.1.6), где  – по-

лярный радиус,  – полярный угол. 

 

 

 

 

Задание точки M в полярной системе 

координат. 

Замечание 1 

Угол  будем понимать так, как это 

принято в тригонометрии (т.е. углы, 

получаемые при вращении полярной 

оси вокруг полюса против часовой 

( )

( )

x x t

y y t

=


=

( ) ( )
β

α

S y t x t dt= 

( )dx x t dt=

( )αx a= ( )βx b=

( )ρ,φM

ρ OM=  ρ




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стрелки; при вращении полярной 

оси по часовой стрелке – отрица-

тельны). 

Замечание 2 

Для того чтобы соответствие между 

точками плоскости и парами чисел 

 было взаимооднозначным, 

обычно считают, что  и 

 (или ). 

8.  

 

Рис. 3.1.7 

                           (3.1.8) 

Если полюс полярной системы коор-

динат находится в начале прямо-

угольной системы координат, а по-

ложительная полуось OX совпадает 

с полярной осью, ось же OY перпен-

дикулярна оси OX и направлена так, 

что ей соответствует полярный угол 

, то по известным полярным 

координатам точки ее прямоуголь-

ные координаты определяются по 

формулам (3.1.8) (рис. 3.1.7). 

9. ,      (3.1.9) 
Если известны прямоугольные коор-

динаты x и y точки, ее полярные ко-

ординаты определяются по форму-

лам (3.1.9). 

10.   

          или                            (3.1.10) 

       

Уравнение линии в полярной си-

стеме координат (3.1.10). 

11. Следует запомнить: 

в полярных координатах площадь 

сектора OAB, ограниченного дугой 

кривой AB, с уравнением  и 

лучами  и , выражается 

формулой (3.1.11). 

( )ρ,φ

0 ρ 

0 φ 2π  π φ π−  

ρcosφ

ρsinφ

x

y

=


=

π
φ

2
=

2 2ρ x y= + tgφ
y

x
=

( )ρ ρ φ=

( )ρ,φ 0F =

( )ρ ρ φ=

1φ α= 2φ β=
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Рис. 3.1.8 

                    (3.1.11) 

 

 

 
 

Замечание 1 

Построение кривой в полярной си-

стеме координат будет показано 

ниже на конкретном примере. 

Замечание 2 

Уравнения  и , 

где a и k – постоянные величины, 

описывают кривые, называемые 

«математическими розами». Если k – 

четное число, то кривая имеет 2k 

«лепестков», если k – нечетное 

число, то кривая имеет k «лепест-

ков».  

В случае, когда , «однолепест-

ковая роза» является окружностью. 

 

Задачи 

Задача 1 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми ,  

и прямой . 

Решение 

Найдем точку пересечения параболы  и гиперболы . 

С этой целью решим систему уравнений  

Тогда , , , следовательно, . 

Точка A – пересечения параболы и гиперболы имеет координаты 

. 

( )
β

2

α

1
ρ φ φ

2
S d=  ρ sin φa k= ρ cos φa k=

1k =

2y x=
8

y
x

=

4x =

2y x=
8

y
x

=

2 ,

8
.

y x

y
x

 =



=


2 8
x

x
= 3 8x = 2x = 4y =

( )2;4A
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Рис. 3.1.9 

 

Точка  – точка пересечения параболы  и прямой . 

Точка  – точка пересечения гиперболы  и прямой  

(рис. 3.1.9). 

Искомая площадь ABC равна разности площадей  и 

. 

Согласно формуле (3.1.3), получаем: 

 

 

Задача 2 

Найти площадь фигуры, лежащей в правой полуплоскости и ограни-

ченной окружностью  и параболой . 

Решение 

Найдем точки пересечения окружности  и параболы 

. Решаем систему уравнений  

 

( )4;16B 2y x= 4x =

( )4;2C
8

y
x

= 4x =

1 DABES S=

2 DACES S=

34 4
2

22

8 64 8
8ln 8ln 4 8ln 2

3 3 3

56
8ln 2 17,28.

3

x
S x dx x

x

  
= − = − = − − + =  

   

= − 



2 2 8x y+ = 2 2y x=

2 2 8x y+ =

2 2y x=
2 2

2

8,

2 .

x y

y x

 + =


=



107 

Уравнение x2 + 2x – 8 = 0 имеет корни , . Корень  

не удовлетворяет уравнению , а при  получаем , 

, т.е. , а . 

 

Рис. 3.1.10 

 – точка пересечения окружности  с осью OX. 

Фигура OACB симметрична относительно оси OX, следовательно, 

учитывая замечание §1, п. 4, вычислим площадь фигуры OAC и результат 

удвоим. 

 (рис. 3.1.10). На основании формулы (3.1.1) полу-

чаем: . 

. 

Искомый интеграл проще всего вычислить при помощи подстановки: 

 (гл. I, §5, п. 6), 

. 

При  из уравнения  получаем , , а при 

 соответственно , , . Новые пределы инте-

грирования , . 

1 4x = − 2 2x = 4x = −
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Следовательно, 

 

. 

Итак, площадь фигуры OAC: . Следова-

тельно, . 

 

Задача 3 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболами 

 и . 

Решение 

Найдем точки пересечения парабол. Решаем систему уравнений: 

 

Получаем , т.е. x = 0, x = 3. 

При x = 0, , а при x = 3, . Указанные параболы пересека-

ются в точках  и . 

Вершина параболы, заданной уравнением , находится 

в точке , а вершина параболы  находится в точке 

. 

 

Рис. 3.1.11 
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Искомую площадь  можно найти как алгебраическую сумму 

площадей криволинейных трапеций: 

 (рис. 3.1.11). 

На основании формулы (3.1.1) получаем: 

 , 

. 

Фигура EDB расположена ниже оси OX, т.е. , следова-

тельно, для нахождения площади фигуры используем формулу (3.1.2). 

. 

Следовательно, . 

 

Задача 4 

Вычислить площадь фигуры, ограниченную эллипсом  

Решение 

Каноническое уравнение эллипса  (рис. 3.1.12). 

 

Рис. 3.1.12 

 – параметрические уравнения эллипса. 

Так как эллипс имеет две оси симметрии, которые совпадают с 

осями координат, найдем первоначально четверть искомой площади (за-

мечание §1, п. 4), т.е. . 
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 (формула (3.1.6)). 

Учитывая, что  и , получаем новые пределы инте-

грирования  и . 

Тогда   (глава 1, §10, п. 2) = 

. 

Следовательно, искомая площадь равна . 

 

Задача 5 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой    

, где . 

Решение 

Уравнение кривой  задано в полярных координатах. 

Построим линию , где . 

Будем давать значения полярному углу  от φ = 0 до φ = 2π  через 

промежуток  и вычислим соответствующие значения . Найденные 

значения поместим в таблицу. Примем произвольный отрезок за единицу 

масштаба, которой мы будем пользоваться при построении . По значе-

ниям  и  из таблицы построим точки, соответствующие каждой паре 

чисел  и , и соединим их плавной кривой. 
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Рис. 3.1.13 
 

Ввиду четности функций кривая симметрична относительно поляр-

ной оси. 

Для решения используем формулу (3.1.11): 

. 

Учитывая симметрию кривой относительно полярной оси 

(рис. 3.1.14), найдем площадь фигуры  и результат удвоим. 

 

 

Рис. 3.1.14 
 

Дуга  описывается концом полярного радиуса  при изменении 

полярного угла  от 0 до . 

Тогда, 
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Следовательно, площадь фигуры, ограниченная кардиоидой, 

равна . 

 

Задача 6 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией  

Решение 

Линия  – семилепестковая роза. Учитывая тот факт, что 

все лепестки одинаковые, нам достаточно найти площадь одного лепестка 

и результат увеличить в 7 раз. 

При , . На следующем этапе решаем уравнение 

, , ,  

Тогда при  и   

Следовательно, первый лепесток расположен между лучами, выхо-

дящими из полюса, под углами  и . 

 

Рис. 3.1.15 

Наибольшая длина лепестка достигается при . 

 (рис. 3.1.15). 

Для решения используем формулу . 
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§2. Вычисление длин дуг плоских кривых 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1.  

 

Рис. 3.2.1 

  (3.2.1) 

                       (3.2.2) 

Пусть на плоскости задана дуга 

 (рис. 3.2.1). Разобьем дугу 

точками  и соединим 

соседние точки отрезками пря-

мых, получим ломаную линию, 

вписанную в дугу . 

Обозначим длину отрезка  за 

, длину  – за ,…, длину 

 за . 

 

 – длина ломаной. 

 

Следует запомнить: 

длиной L дуги плоской кривой 

называется предел, к которому 

стремится длина вписанной в нее 

ломаной, когда количество зве-

ньев неограниченно увеличива-

ется, а наибольшая из длин зве-

ньев стремится к нулю (3.2.2). 

2. 

 

Рис. 3.2.2 

               (3.2.3) 

Кривая  задана уравнением 

, где  – непрерыв-

ная функция, имеющая непрерыв-

ную производную  для 

 (рис. 3.2.2). 

 

 

 

Длина дуги плоской кривой в де-

картовых координатах. 
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3. 

             (3.2.4) 

Следует запомнить: 

если уравнение кривой задано в па-

раметрической форме: 

, , где  и 

 – непрерывные функции, име-

ющие непрерывные производные 

 и , причем , то 

длина дуги кривой находится по 

формуле (3.2.4). 

Замечание 

Формулу (3.2.4) легко получить из 

формулы (3.2.3), учитывая, что 

. 

4. 

 

Рис. 3.2.3 

           (3.2.5) 

Кривая  задана уравнением в 

полярных координатах , 

. 

 

 

 

 

 

 

Следует запомнить: 

длина дуги кривой, заданной урав-

нением в полярных координатах, 

находится по формуле (3.2.5). 

Замечание 1 

 и  – непрерывны на от-

резке . 

Замечание 2 

Формулу (3.2.5) легко получить 

из формулы (3.2.4), если в 
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равенствах (3.1.8) , 

, связывающих полярные 

и декартовы координаты, парамет-

ром считать угол , т.е. 

 

 

Задачи 

Задача 1 

Найти длину дуги кривой  между точками пересече-

ния с осью OY. 

Решение 

Кривая  – полукубическая парабола. Запишем урав-

нение кривой в виде . 

Вершина параболы в точке . 

Если кривая пересекает ось OY, то . 

Следовательно, , . 

 

 

Рис. 3.2.4 

 

Дуга кривой  симметрична относительно оси OX, следова-

тельно, найдем длину дуги  и результат удвоим. 
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Для решения используем формулу (3.2.3): 

. 

Дуга  расположена в I четверти, следовательно, , т.е. 

. 

Тогда . 

. 

Следовательно, . 

 

Задача 2 

Вычислить длину дуги астероиды  от точки  до 

точки . 

Решение 

 

Рис. 3.2.5 

 

Астроида задана параметрическими уравнениями, поэтому для вы-

числения длины дуги используем формулу (3.2.4): 

. 
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Определим изменение параметра t. 

Учитывая, что , а , получим . 

Следовательно, . 

При  получим , , . 

Дифференцируя по t параметрические уравнения астроиды, полу-

чаем: 

; 

. 

Тогда  

. 

Следовательно, . 

Так как , то , . 

Поэтому 

. 

 

Задача 3 

Вычислить длину дуги кривой  при изменении по-

лярного угла  от 0 до . 

Решение 

Так как кривая задана уравнением в полярных координатах, для ре-

шения применяем формулу (3.2.5): 

. 
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 или . 

Найдем производную от функции : 

. 

Тогда: 

 

. 

Следовательно,  

. 
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§3. Вычисление объема тела 

Основные формулы и рисунки Определения и замечания 

1.  

 

Рис. 3.3.1 

 

 
 – площадь поперечного сече-

ния                                    (3.3.1) 

 

Рассмотрим некоторое тело, объем V 

которого мы хотим определить 

(рис. 3.3.1). 

Следует запомнить: 

сечение тела плоскостью, перпенди-

кулярной оси OX, называется попе-

речным сечением. 

Замечание 1 

Положение поперечного сечения 

определяется абсциссой x точки его 

пересечения с осью OX. 

Следует запомнить: 

площадь поперечного сечения  

есть некоторая функция, зависящая 

от x, и с изменением x площадь сече-

ния изменяется. 

Замечание 2 

Если провести сечение перпендику-

лярно оси OY, то площадь попереч-

ного сечения есть функция, завися-

щая от y, т.е. . Аналогично, для 

. 

2.                         (3.3.2) 
V – объем тела. 

 – площадь поперечного сече-

ния. 

a и b – левая и правая границы изме-

нения x. 

Замечание 

(3.3.2) – формула вычисления объ-

ема тела по известному поперечному 

сечению. 

 

( )S x

( )S x

( )S y

( )S z

( )
b

a

V S x dx=  ( )S x
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3. 

 

Рис. 3.3.2 

 

 

                         (3.3.3) 

                     (3.3.4) 

Криволинейная трапеция  

ограниченная непрерывной линией 

, вращается вокруг оси 

OX (рис. 3.3.2). 

Следует запомнить: 

поперечное сечение, проведенное че-

рез произвольную точку , 

есть круг, радиус которого . 

Учитывая, что площадь круга вычис-

ляется по формуле S = πR2, получаем 

площадь поперечного сечения (фор-

мула (3.3.3)). 

 

По формуле (3.3.4) находим объем 

тела вращения. 

Замечание 

Формула (3.3.4) получается из фор-

мулы (3.3.2) с учетом формулы 

(3.3.3). 

4. 

 

Рис. 3.3.3 

 

                         (3.3.5) 

                     (3.3.6) 

Криволинейная трапеция , 

ограниченная линией x = φ (y) ≥ 0, 

вращается вокруг оси OY (рис. 3.3.3). 

Следует запомнить: 

поперечное сечение, проведенное че-

рез произвольную точку , 

есть круг, радиус которого x = φ (y). 

 

 

 

 

Площадь поперечного сечения. 
 

По формуле (3.3.6) находим объем 

тела вращения. 

 

( ) ( )2πS x f x=

( )2π
b

OX
a

V f x dx= 

,aABb

( ) 0y f x= 

( );x a b

( )y f x=

( ) ( )2S y y= 

( )2
d

OY
c

V y dy=  

cCDd

( ),y c d
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Задачи 

 

Задача 1 

Определить объем тела, ограниченного поверхностями 

, , . 

Решение 

 

Рис. 3.3.4 

 – однополостный гиперболоид, a и b – действитель-

ные полуоси, c – мнимая полуось. 

При пересечении однополостного гиперболоида плоскостью 

 получится эллипс, уравнения которого имеют вид: 

 

Выполняя преобразования, получим: . 

Полуоси эллипса, заданного уравнением , имеют вид: 

, . 

2
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x z+ − = 0z = 3z =

2 2 2

2 2 2
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x y z

a b c
+ − =

constz =
2 2 2

2 2 2
1 ,
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x y z

a b c

z


+ = +


 =

2 2

2 2
2 2

2 2

1

1 1

x y

z z
a b

c c

+ =
   
+ +   

   
2 2

2 2
1

x y

m n
+ =

2

2
1

z
m a

c
= +

2

2
1

z
n b

c
= +
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Тогда площадь поперечного сечения: 

 (задача 4, §1), 

. 

Так как поперечное сечение проведено перпендикулярно оси OZ, то 

. 

В данной задаче , , , поэтому полуоси эллипса имеют 

вид: , . 

Тогда площадь поперечного сечения . 

. 

 

Задача 2 

Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограни-

ченной линиями , , : 

а) вокруг оси OX; 

б) вокруг оси OY. 

Решение 

а) Кубическая парабола  и прямая  пересекаются в точке 

 (рис. 3.3.5). 

 

Рис. 3.3.5 

( )S z mn= 

( )
2

2
1

z
S z ab

c

 
=  + 

 

( )
2

1

z

z

V S z dz= 

1a = 2b = 1c =

21m z= + 22 1n z= +

( ) ( )22 1S z z=  +

( ) ( )
33 3

2

00

2π 1 2π 2π 3 9 24π
3

z
V z dz z

 
= + = + = + = 

 


3y x= 0y = 2x =

3y x= 2x =

( )2;8A
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Фигура OAB вращается вокруг оси OX. Объем полученного тела 

найдем по формуле (3.3.4): 

. 

. 

б) Фигура OAB (рис. 3.3.5) при вращении вокруг оси OY образует 

тело, объем которого можно найти как разность объемов тел, образован-

ных вращением вокруг оси OY прямоугольника  и криволинейной 

трапеции . 

, где  и  вычисляем по формуле (3.3.6). 

 или . 

Тогда  

. 

 

Задача 3 

Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограни-

ченной линиями , , , вокруг оси OX. 

Решение 

Прямые  и  пересекаются в начале координат. 

Найдем точку пересечения прямых  и . С этой 

целью решим систему  

Получаем , . Следовательно, . 

Указанные прямые пересекаются в точке . 

Аналогично найдем точку пересечения прямых  и 

. 

  (рис. 3.3.6). 
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Рис. 3.3.6 

 

Ограниченная данными линиями фигура OAB (см. рис. 3.3.6) при 

вращении вокруг оси OX образует тело, объем которого можно найти как 

сумму объемов тел, образованных вращением вокруг оси OX криволиней-

ных трапеций  и , минус объем тела, образованного враще-

нием вокруг оси OX криволинейной трапеции , т.е. . 

Объемы , ,  находим по формуле (3.3.4). 

. 

. 

. 

Таким образом, искомый объем определяем как 

. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

1. Основные методы интегрирования 

Вариант 1 
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Вариант 2 
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Вариант 3 
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Вариант 4 
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Вариант 5 
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4 3 2

5 3

6 2 9 15 10

3 5

x x x x
dx

x x

− + + −

+
  

п) 
11

6sin cos
dx

x x−
  р) 

5

2

2cos 3cos

4 2sin

x x
dx

x

−

−
  

с) 
23 9cos

dx

x+
  т) 

8

12

cos

sin

x
dx

x
  

у) 
4

3 2sin cos

cos

x x
dx

x

− 
  ф) 2 4sin 3 cos 3x xdx  

х) ( )cos 2 6 cos
4

x
x dx+   ц) 

34 3 x
dx

x

+
  

ч) 232 x dx−   
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Вариант 29 

а) 
5 2

3 1

x
dx

x

−

− +
  б) 

3

3

9 1

9 9

x
dx

x x

+

−
  

в) 5 2xe dx−  г) 29 25x dx+  

д) 225 49x dx−  е) 22 3x x dx−  

ж) ( )2 15 3 xx x dx−−  з) 25 sin
2 4

x x
dx

 
+ 

 
  

и) 
3

arcsin
4

x
dx  к) ( ) ( )

223 1 ln 5x x dx− +  

л) ( )6 sin 1 8
x

e x dx+  м) 
3 2

3 2

128 34 9 7

64 16 4 1

x x x
dx

x x x

− − +

− − +
  

н) 
2

3 2

5 6 4

2 3 6

x x
dx

x x x

+ +

+ + −
  о) 

3 2

4 2

10 7 9 9

4 3

x x x
dx

x x

− + − +

+
  

п) 
1

3 2sin 3cos
dx

x x− −
  р) 

3 5

2

sin 4sin

4 cos

x x
dx

x

−

−
  

с) 
25 3sin

dx

x−
  т) 

4

8

cos

sin

x
dx

x
  

у) 
4

2sin2 5cos2

sin

x x
dx

x

−
  ф) 

2 2cos sin
6 6

x x
dx  

х) ( )
5

sin cos 1
4

x
x dx +  ц) 

3 42 5 xdx+  

ч) 

( )
3

24 2

xdx

x+
   
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Вариант 30 

а) 
( )

2

6 1

6 1

x
dx

x

− +

− −
  б) 

3

7 1

7 7

x
dx

x x

+

−
  

в) 
35 2x

dx

− −
  г) 2 16x dx+  

д) 225 1x dx−  е) 23 2x x dx− −  

ж) 21 cos 3
3

x
xdx

 
+ 

 
  з) ( )

2 2 11 xx e dx−−  

и) arccos4xdx  к) ( )5

8log 4 1x x dx+ +  

л) 8 sin 1
5

x x
dx

 
 + 

 
  м) 

4 3

3 2

32 16 2

16 8

x x x
dx

x x x

+ − +

+ +
  

н) 
2

3 2

2 2 3

21

x x
dx

x x x

+ +

− + −
  о) 

3 2

4 2

20 2 6 2

7 2

x x x
dx

x x

− + − +

+
  

п) 
4

4sin 5

dx

x −
  р) 

35sin 2sin

2 cos

x x
dx

x

−

−
  

с) 
2 24cos 3sin

dx

x x−
  т) 

10

14

sin

cos

x
dx

x
  

у) 
3 3

5

6cos 5sin

2cos

x x
dx

x

−
  ф) 4 4sin cosx xdx  

х) 
1

cos 2 cos
2 2

x
x dx

   
−  −   

   
  ц) 

37 x
dx

x

−
  

ч) 
34

4
1

x dx

x
−

  
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3. Определенный интеграл. Приложения определенного интеграла 

к геометрии. Несобственные интегралы 

Вариант 1 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  3

2
0 4

xdx

x−
  

б)  π

2

0

cos2x xdx  

в)  

( )

3

2 330

4

3 8 2 3 8 4

xdx

x x− − − +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2

1,

1 2 ,

0 0

y x

y x x

x x

= −

= + −

= 

 

б)  

( )

6cos ,

2sin ,

3 3

x t

y t

y y

=


=

= 

 

в)  2 6 sin ,

6 2 cos

3;
3

M S

 = 

 = 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  ,

0 ln3

xy e

x

=

 
 

б)  

2

ln ,

1
,

2

1 2

x t

t
y

t

t

=

 +

=


 

 

в)  ( )2 1 sin ,

3 2

 = + 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

4 2

2

x y
z

z

+ − = −

=

 

б)  20,25 2

5 8 14 0

y x

x y

= +

− + =
 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  1

2

21 4

dx

x− +
  

б)  

1

ln 1x
dx

x

 +
  

в)  1

23
1

dx

x−

  
г)  π

4

0

tg 2xdx  
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Вариант 2 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  ( )

( )

2
1

2
3

0

1

3 1

x dx

x x

+

+ +
  

б)  
( )

2

1

ln 1x x dx+  
в)  

( )

1

2 330

4

9 1 9 1 1

xdx

x x− − − +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2

1,

2
4 ,

9

1 1

y x

y x

x x

= −

= −

= −  −

 

б)  

( )

3

3

8 2 cos ,

2 sin ,

4 4

x t

y t

x x

 =


=

= 

 

в)  ( )

( )( )

2 1 cos ,

6cos

5;0M S

 = + 

 = 



 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  
,

2

0 ln2

x xe e
y

x

−+
=

 

 

б)  ,

1
ln ,

4 4

1

x t

t
y t

t e

 =



= −


 

 

в)  4cos ,

8 6

 = 

 
 

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2 2

0,
4 9 25

2

x y z

y

− + =

= −

 

б)  3,

4 ,

0

y x

y x

x

=

=



 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
2 6 10

dx

x x



− + +
  

б)  
2lne

dx

x x



  
в)  5

2
0 25

dx

x−
  

г)  π
8

0 1 cos4

dx

x−
  
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Вариант 3 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  ( )
2 1

1

1 ln 1

1

e

e

x dx

x

+

+

+ −

−
  

б)  
3

3

4

cos

sin

x xdx

x






 

в)  

( )

7

2 330

2

1 1 1

xdx

x x+ + + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  2 3 ,

3

y x x

y x

= +

= +
 

б)  ( )

( )

( )

3 sin ,

3 1 cos ,

3 3

x t t

y t

y y

= −


= −

= 

 

в)  ( )2 1 sin ,

6sin

5;
2

M S

 = + 

 = 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  2 1
ln ,

2 4

1 2

x
y x

x

= −

 

 

б)  4 ,

1
ln ,

4 8

4

x t

t
y t

e t

 =



= −


 

 

в)  3

43 ,

2 2

e


 =

 
−   

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2

,
4 2

1

x y
z

z

= +

=

 

б)  
2

2 0,

4 ,

0

x y

y x x

y

− =

= −

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  22

0

xx e dx


−  
б)  0

2 1

dx

x x− + +
  

в)  41

5
0 1

x dx

x−
  

г)  3
4

2

4

cos

dx

x




−

  
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Вариант 4 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  1

2
0

arctg

1

x x
dx

x

−

+
  

б)  

0

sin3x xdx


  
в)  ( )

( )

0

2 331

7 16

7 8 2 7 8

x dx

x x−

+

+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  6 0,

5 0,

1

xy

x y

x

− =

− − =

=

 

б)  

( )

2 2 cos ,

3 2 sin ,

3 3

x t

y t

y y

 =


=

= 

 

в)  ( )

( )

3 1 cos ,

3 1 cos

1;
2

M S

 = − 

 = + 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  2arccos 1 ,

0 1

y x x

x

= − −

 
 

б)  2

4

,

ln ,
4

1 2

x t

t
y t

t

 =



= −


 

 

в)  5cos 12sin ,

6 4

 = + 

 
 

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2
2 2 1,

4

2,

1

z
x y

y

y

+ − =

= −

=

 

б)  0,

4 20 0,

0

x y

x y

y

− =

+ − =

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
4

0 9

xdx

x



+
  

б)  32 xx e dx


−

  
в)  

( )

2

2
0 1

dx

x −
  

г)  
2

3
0

sin

1 cos

xdx

x



−
  
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Вариант 5 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  2

2

cos

2sin

x x
dx

x x





+

+
  

б)  
( )

3

0

ln 3x dx+  
в)  ( )

( )

4

2 331

1

3 4 3 4 1

x dx

x x

−

− − − +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

2

3 0,

4 3

x y

y x x

− − =

= − −
 

б)  ( )

( )

( )

6 sin ,

6 1 cos ,

9 9

x t t

y t

y y

= −


= −

= 

 

в)  

( )

2cos2 ,

1 1

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  26 ,

1 4

y x x

x

= −

 
 

б)  

2

,

,
4 2

1 2

t

t

x e

e t
y

t

 =



= −


 

 

в)  ( )3 1 cos ,

3 2

 = − 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2
2 2 1,

4

2

z
x y

x

− + + = −

=

 

б)  26 ,

0

y x x

y

= −

=
 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
2

1

dx

x x



+
  

б)  3 1xe dx


−

−

  
в)  

( )

2

3
21 1

xdx

x −
  

г)  
6

12

1 cos6

dx

x



 +
  
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Вариант 6 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  

( )

4

3
0

2cos 3sin

2sin 3cos

x x
dx

x x



+

−
  

б)  
( )

3

2

ln 1x x dx−  
в)  

( )

3

3 440

15

5 1 5 1

xdx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2 4 ,

,

4 4

y x x

y x

x x

= −

=

= 

 

б)  

( )

3

3

32cos ,

sin ,

4 4

x t

y t

x x

 =


=

= 

 

в)  

( )

2sin2 ,

1 1

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  2

2

32
,

32

1
1

2

x
y

x

x

+
=

 

 

б)  2

3

,

,
3

1 3

x t

t
y t

t

 =



= −


 

 

в)  1
,

cos
3

0
2

 =
 

− 
 


  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2
22 ,

3

2

y
z x

z

= +

=

 

б)  2 ,

1 1 ,

0

y x

x y

y

=

= + −

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  5
0

4 xx e dx
−

  
б)  

2
1

arctg

1

x
dx

x



+
  

в)  2

2
0 4

xdx

x−
  

г)  

( )1 ln 1

e dx

x x −
  
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Вариант 7 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  1
2

2
0

arctg2

1 4

x x
dx

x

−

+
  

б)  2

2

ln
e

x xdx  
в)  

( )

5

3 440

9

3 1 3 1

xdx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  2 1 0,

1 0

y x

y x

− − =

+ − =
 

б)  

( )

3cos ,

8sin ,

4 4

x t

y t

y y

=


=

= 

 

в)  ( )

( )

1 cos ,a

a a

 = + 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  2 1
ln ,

4 2

1 2

x
y x

x

= −

 

 

б)  
2

3

1
1 ,

32

,

1
1

2

x t
t

y t

t

  
= + 

 


=

 

 

в)  3sin ,
3

0
2


 =


  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1

5 4

y z
x + + =  

б)  2

2

4 ,

9 0,

0

y x

y x

y

= −

+ − =

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  ( )
2

0

2 5

5 7

x dx

x x

 −

− +
  

б)  1

22 6 5

dx

x x

−

− + +
  

в)  

0

sin

1 cos

x
dx

x



+
  

г)  21

2
1 1

x

x

e
dx

e− −
  
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Вариант 8 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  1

4
0 1

xdx

x +
  

б)  
4

3
0

sin

cos

x x
dx

x



  

в)  ( )

( )

4

3 441

13 5

5 4 3 5 4

x dx

x x

−

− + −
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  21 ,

3 3

y x

y x

= −

= − −
 

б)  

( )

3

3

4 2 cos ,

2 2 sin ,

2 2

x t

y t

x x

 =


=

= 

 

в)  

( )

2sin5 ,

1 1

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  lnsin ,

6 2

y x

x
 

=

 
 

б)  

2

,

,
8

0 1

t

t

x e

t
y e

t

 =



= −


 

 

в)  sin cos ,

16 2

 = + 

 
 

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1 0,

5 4

4

y z
x

z

+ − − =

=

 

б)  2

2

,
4

,

4,

0

x
y

y x

y

x

=

=

=



 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  2

3
0 6

x dx

x



+
  

б)  

( )2
3

ln 1e

dx

x x



+
  

в)  

( )

10

8 9

dx

x x−
  

г)  30

4
11

x dx

x− −
  

 

  



193 

Вариант 9 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  31

4
0 5 1

x dx

x +
  

б)  
( )

1

0

2 1 xx e dx−+  
в)  5

4
0

3

3 1 3 1

xdx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  ( )1 6 0,

5 6 0,

1

x y

x y

x

+ − =

− − =

=

 

б)  

( )

2 cos ,

2 2 sin ,

2 2

x t

y t

y y

 =


=

= 

 

в)  

( )
2cos ,

2 2

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  3 1
,

12

1 2

y x
x

x

= +

 

 

б)  
( )21
2 ,

4

,

1 3

t

t

x t e

y e

t


= −


 =

 

 

в)  2sin ,

2

4 3

 = 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2
2 2 0,

4

1

x
y z

x

+ − =

= −

 

б)  2 0,

2 3 0,

6

x y

x y

y

− =

− =

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
2 4 7

dx

x x



− − +
  

б)  

0

sin xdx


  
в)  1

0 1

x

x

e dx

e −
  

г)  

( )

24

3
3

1 27

x dx

x−
  
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Вариант 10 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  
4

0

tg lncosx xdx



  

б)  3

0

arctgx xdx  
в)  

( )

3

2 330 3 8 3 3 8

dx

x x− + −
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2

1 0,

2 1 0,

0 0

x y

x x y

x x

− − =

− + − =

= 

 

б)  ( )

( )

( )

4 sin ,

4 1 cos ,

4 4

x t t

y t

y y

= −


= −

= 

 

в)  6 2 sin ,

2 6 cos

2;
6

M S

 = 

 = 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  2arcsin 1 ,

15
0

16

y x x

x

= + −

 
 

б)  2 1
,

2

ln ,

1 2

t
x

t

y t

t

 +
=


 =

 

 

в)  5

22 ,

0
4

e


 =


  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

4 25

0,

2

x z
y

y

y

+ − =

=

=

 

б)  2 2

2

1,

3
,

2

0

x y

y x

x

+ =

=



 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  0

3

x

x

e dx

e

−

−
− +
  

б)  
21 9

xdx

x



− +
  

в)  
2

0

ctg xdx



  

г)  

( )

4

5
22 3 9

xdx

x−
  
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Вариант 11 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  33

2
0

arctg

1

x x
dx

x

−

+
  

б)  
3

2

4

sin

xdx

x




  

в)  

( )

7

2 330 9 1 3 9 1

dx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  0,

5 0,

3 3

y x

x y

x y

− =

+ =

= + −

 

б)  

( )

3

3

16cos ,

2sin ,

2 2

x t

y t

x x

 =


=

= 

 

в)  ( )2 1 sin ,

2sin

1;
2

M S

 = − 

 = 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  
( )2 1

ln 2 ,
8

1
1

2

y x x

x

= −

 

 

б)  3

3

,

1
,

12

1 8

x t

y t
t

t

 =



= +


 

 

в)  ( )5 1 cos ,

3 2

 = + 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 22 ,

1

x y z

x

= +

=
 

б)  2,

2,

4,

0

xy

y

y

x

=

=

=

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
5 3ln 2e

dx

x x



+
  

б)  ( )

( )

2
0

2
3 2

9 4

3 2 4

x x dx

x x−

+

+ +
  

в)  3
2

5

4

cos

1 sin

xdx

x



 +
  

г)  

( )

1

3
0 2 1

xdx

x −
  

 

Вариант 12 
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1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  2 2

1

lne x x
dx

x

+
  

б)  1

2

0

arcsin 2xdx  

в)  

( )

7

2 330 1 4 1

dx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

22
4 ,

9

1,

1 1

y x

y x

x x

= −

= −

= −  −

 

б)  

( )

2cos ,

6sin ,

3 3

x t

y t

y y

=


=

= 

 

в)  ( )

( )

1 sin ,

1 sin

;
2

a

a

M a S

 = + 

 = − 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  22 ,

0 2

y x x

x

= −

 
 

б)  2

3

,

,
3

1 3

x t

t
y t

t

 =



= −


 

 

в)  4

53 ,

3

2 2

e


 =

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

4 2

2

x y
z

z

+ − = −

= −

 

б)  2

2

1 ,

2,

1,

1

y x

y x

x

x

= −

= +

=

= −

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  0

cos xdx
−

  
б)  3

34

x

x

e dx

e



− +
  

в)  

( ) ( )

3

2 1 ln 1

dx

x x− −
  

г)  
3

6

1 cos3

dx

x



 +
  

 

Вариант 13 
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1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  

1

1 lne x
dx

x

+
  

б)  
( )

0
2

1

ln 4x x dx
−

+  
в)  

( )

0

2 331 7 8 2 7 8

dx

x x− + + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  3 2 3 0,

5 2 21 0,

1

x y

x y

y x

− − =

+ − =

= − −

 

б)  ( )

( )

( )

2 sin

2 1 cos ,

3 3

x t t

y t

y y

= −


= −

= 

 

в)  

( )
2cos3 ,

3 3

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  1
,

3

1 4

y x x

x

 
= − 

 

 

 

б)  

3

,

1
,

6 2

1 4

x t

t
y

t

t

 =



= +


 

 

в)  3cos ,
3

0
2


 =


  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

9 4

1,

2

y z
x

x

x

+ − =

=

=

 

б)  ,

2 ,

4

y x

y x

x

=

=

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  2

1

2

ln 2x
dx

x



  
б)  

2
2

1
sin

x dx
x





  

в)  
2

4

tg3xdx




  

г)  

( )

4

3
2 3

dx

x−
  
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Вариант 14 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  
( )
( )

1
4

2
1

tg 1

cos 1

x
dx

x


−

−

+

+
  

б)  ln 2

0

xxe dx−

  
в)  ( )

( )

4

2 331

3 3

3 4 3 4

x dx

x x

−

− + −
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2 4 1 0,

3 3 0,

3 3

x x y

x y

x x

− + + =

− − =

= 

 

б)  

( )

3

3

16cos

sin ,

6 3 6 3

x t

y t

x x

 =


=

= 

 

в)  

( )
2cos2 ,

3 3

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  ( )21 ln 1 ,

3 4

y x

x

= − −

 
 

б)  
( )21
8 ,

8

,

1 3

t

t

x e t

y e

t


= −


 =

 

 

в)  6cos 4sin ,

6 4

 = − 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 25 ,

1

y x z

y

= +

=
 

б)  2,

2

y x

y x

=

= −
 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
2

0

arctg2

1 4

x
dx

x



+
  

б)  0

2 1x

dx

e− +
−

  
в)  

5
1 ln

e dx

x x
  

г)  0

2

cos

sin 1

xdx

x
−

+
  
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Вариант 15 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  2
22

2
0

arcsin 1

1

x
dx

x

−

−
  

б)  
( )

2
2

0

ln 4x dx+  
в)  

( )

3

3 440

5

5 1 5 1

dx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2 1 ,

4 9 0,

3 3

x y

x y

y y

= + −

+ − =

= −  −

 

б)  ( )

( )

( )

6 sin

6 1 cos ,

6 6

x t t

y t

y y

= −


= −

= 

 

в)  ( )

( )

1 sin ,a

a a

 = + 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  2 ,

1
1

2

y x x

x

= −

 
 

б)  
( )2

2

1
3 1 ,

3

2,

2 3

x t

y t

t


= −


 = +

 

 

в)  ( )4 1 sin ,

4 2

 = + 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2
2 2 ,

4

2

x
y z

z

+ =

= −

 

б)  

( )

2 2 25,

3 4 0,

0 0

x y

x y

x x

+ =

− =

= 

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  

( )
3

2
0 2

xdx

x



+
  

б)  
3

1 5ln 2

dx

x x



+
  

в)  1

65
1

dx

x−

  
г)  

( )

0

2 2

4

1 arctg

dx

x x
−

+
  
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Вариант 16 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  

( )

2

2

1 cos

sin

x
dx

x x





−

−
  

б)  2

0

arctg
2

x
dx  

в)  

( )

5

3 440

6

3 1 2 3 1

dx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2 4 ,

,

4 4

y x x

y x

x x

= −

=

= 

 

б)  

( )

3

3

8cos ,

4sin ,

3 3 3 3

x t

y t

x x

 =


=

= 

 

в)  

( )

3cos5 ,

6 6

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  31 1
3 ,

6

1 2

y x
x

x

 
= + 

 

 

 

б)  4

2
6

,

,
3

0 1

x t

t
y t

t

 =



= −


 

 

в)  
( )

1
1 cos ,

2

8 2

 = + 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

9 4

5

x y
z

x

− + + = −

= −

 

б)  3 2,

1

y x

y

=

=
 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  

( )2
1 4ln 1

dx

x x



+
  

б)  

2
4

1
cos

x dx
x





  

в)  
5

0 1 cos5

dx

x



+
  

г)  2

3
0 1

dx

x −
  
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Вариант 17 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  

( )

4

5
0

sin cos

cos sin

x x
dx

x x



−

+
  

б)  2

3
1

lne x
dx

x
  

в)  

( )

4

3 441

5

5 4 3 5 4

dx

x x− + −
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  3 1 0,

1 0,

1

x y

x y

y x

− − =

− + =

= −

 

б)  

( )

6cos ,

4sin ,

2 3 2 3

x t

y t

y y

=


=

= 

 

в)  

( )

2sin ,

1 1

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  2

ln ,
8 2

1 2

x x
y

x

= −

 

 

б)  

2

,

1
,

32

1
1

2

x t

y t
t

t

 =



= +


 

 

в)  1
,

sin
6

3 2

 =
 

− 
 

 
 

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

4 2

1,

4

y z
x

z

z

+ − =

=

=

 

б)  2

3 2

2 ,y x

y x

= −

=
 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
2

0 10 50

dx

x x



+ +
  

б)  

( )
5

1 4ln 3

dx

x x



+
  

в)  

( )

5

4
2 4

dx

x −
  

г)  
4

53
0

sin2

cos 2

xdx

x



  
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Вариант 18 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  
4

6

ctg lnsinx xdx





  

б)  
( )

1
2

2

ln 3x x dx
−

+  
в)  5

4
0 3 1 3 1

dx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2 4 1 0,

3 3 0,

3 3

x x y

x y

x x

− + + =

+ + =

= 

 

б)  ( )

( )

( )

10 sin ,

10 1 cos ,

15 15

x t t

y t

y y

= −


= −

= 

 

в)  2sin ,

2cos

1;
4

M S

 = 

 = 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  
( )6

2

1
2 ,

8

2 4

y x
x

x

= +

 

 

б)  2 ,

2 ,

3 2

x t

y t

t

 = +


= −

 

 

в)  3sin 2cos ,

4 2

 = − 

 
 

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1

2 4

x y
z+ + =  

б)  2 3 10 0,

2 ,

0

x y

x y

y

+ − =

=

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  30

45 3

x dx

x− +
  

б)  43 xx e dx


−

  
в)  

( )

3

2
2

ln 2

e

e

dx

x x −
  

г)  
8

0

c tg 4xdx



  
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Вариант 19 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  31

4
0 1

x x
dx

x

+

+
  

б)  1

4

0

arcctg4xdx  

в)  

( )

3

2 330

3

3 8 4 3 8

dx

x x− + −
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  2 1 ,

3 0,

3

x y

x y

y

= − −

+ − =

= −

 

б)  

( )

3

3

2 2 cos ,

2 sin ,

1 1

x t

y t

x x

 =


=

= 

 

в)  ( )2 1 cos ,

2cos

3
;0

2
M S

 = − 

 = 

  
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  24 ,

0 3

y x x

x

= −

 
 

б)  
2 4

4

1
,

3

,

1 2

x t t

y t

t

  
= −  

 
 =

 

 

в)  3

52 ,

0
2

e


 =

−
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2

,
4

1

x y
z

z

+
=

=

 

б)  0,

2 0,

6 2

y

x y

x y

=

− =

= −

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  

0

sin3xdx


  
б)  ( )

2
0

4 5

2 5 1

x dx

x x

 −

− +
  

в)  

2

sin

dx

x




  

г)  
43

1 ln

e dx

x x
  

 

  



204 

Вариант 20 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  3
2

0

1x x dx+  
б)  

9

2
0 cos 3

xdx

x



  

в)  8

3

1 1

1 1

x
dx

x

+ +

+ −
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  4 1,

3 1 0,

2 3 4 0

y x

x y

x y

= − −

− + =

− − =

 

б)  

( )

2 cos ,

4 2 sin ,

4 4

x t

y t

y y

 =


=

= 

 

в)  

( )
2sin3 ,

3 3

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  3 1
,

3 4

1 2

x
y

x

x

= +

 

 

б)  

( )

3,

1 ln 2 ,

1 6

x t

y t

t

 = +


= − +

 

 

в)  4sin ,
4

0
2


 =


  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

16 2

1,

1

z x
y

x

x

+ − =

= −

=

 

б)  2 0,

6,

0

x y

x y

x

− =

+ =

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  2

6
0 1

x dx

x



+
  

б)  

( )1 ln 5

dx

x x



+
  

в)  
4

8

1 cos8

dx

x



 −
  

г)  2

34
2

dx

x−

  
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Вариант 21 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  
2

5

4

cos 2 sin 2x xdx





  

б)  2

0

arcsin
2

x
dx  

в)  

( )

7

2 330 1 3 1

dx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  2

2

5 6,

8 12

y x x

y x x

= − +

= − −
 

б)  

( )

sin ,

1 cos ,

1 1

x t t

y t

y y

= −


= −

= 

 

в)  ( )

( )

1 cos ,a

a a

 = − 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  lncos ,

0
3

y x

x

=


 

 

б)  3

2

arctg ,
12

1 ,

0 1

t
x t

y t

t


= −


 = +

 

 

в)  1 sin ,

0
3

 = − 


 

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2 2

1,
2 4 9

5

x y z

z

+ − = −

=

 

б)  5 0,

3 3 0,

0

x y

x y

y

− + =

+ + =

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
2

3
1

1
sin

x dx
x





  

б)  
( )

5
3 2

0

1x x dx


+   
в)  

16

0

tg8xdx



  

г)  

( ) ( )

4

3 2 ln 2

dx

x x− −
  
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Вариант 22 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  
2

3

4

sin sin 2x xdx





  

б)  

( )
2

0

1 2 cos2x xdx



−  

в)  ( )

( )

4

2 331

9 1

3 4 3 4

x dx

x x

−

− + −
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  3 3 ,

4 5 9 0,

3

x y

x y

y

= − −

− − =

=

 

б)  

( )

3

3

8cos ,

8sin ,

1 1

x t

y t

x x

 =


=

= 

 

в)  

( )

2cos ,

1 1

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  4

6

1
1 ,

2 8

2 3

x
y

x

x

 
= + 

 

 

 

б)  4

2

ln ,
4

1,

1 2

t
x t

y t

t


= −


 = +

 

 

в)  4sin 3cos ,

12 8

 = + 

 
 

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 ,

2 3

1

x y
z

z

+ =

=

 

б)  

( )

2

2

,

4 ,

0

y x

y x

y

=

= −

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  

( )
3

4 2ln 5e

dx

x x



 +
  

б)  3

8
0 4

x dx

x



+
  

в)  21

2
0 1

x

x

e dx

e

−

− −
  

г)  
2

4

sin 2

dx

x




  

 

  



207 

Вариант 23 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  

( )

2

2

4

cos sin

sin

x x x
dx

x x





+
  

б)  
4

2
0

sin

cos

x x
dx

x



  

в)  9 3

1

1x x dx −  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  4 ,

2,

4 4 0

y x

y x

x y

= −

= +

− − =

 

б)  

( )

9cos ,

4sin ,

2 2

x t

y t

y y

=


=

= 

 

в)  3 2 sin ,

6 cos

1;
6

M S

 = 

 = 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  
1 ,

3

1 4

x
y x

x

 
= − 

 

 

 

б)  
( )3

2

1
3 ,

3

1,

1
1

3

x t

y t

t


= −


 = −

 

 

в)  ( )6 1 cos ,

9 6

 = − 

 
 

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

4 2

3

y z
x

y

− + = −

=

 

б)  
2

8,

,

6

xy

y x

x

=

=

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  2

3
3

1

3

x
dx

x x

 −

−
  

б)  

2
6

1
cos

x dx
x





  

в)  
2

2
0 sin

dx

x



  

г)  

( )

5

5
2

3 16

xdx

x−
  
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Вариант 24 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  ( )
2 2

2

1 ln 2

2

e

e

x
dx

x

+

+

+ −

−
  

б)  1
3

0

arctgx xdx  
в)  13

3
0

1

2 1

x
dx

x

+

+
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2 4 1 0,

3 3 0,

3 3

x x y

x y

x x

− + + =

+ + =

= 

 

б)  ( )

( )

( )

8 sin ,

8 1 cos ,

12 12

x t t

y t

y y

= −


= −

= 

 

в)  

( )

2cos3 ,

1 1

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  6

2

1
1 ,

2 8

1 2

x
y

x

x

 
= + 

 

 

 

б)  
43

3

3

1 1
,

12

,

1 27

x t
t

y t

t

  
= + 

 


=

 

 

в)  2
,

cos
6

0
2

 =
 

− 
 


  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2

,
2 5

3

y z
x

x

= +

=

 

б)  4

2

2 ,x y

x y

= −

=
 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  4
0

3 2xx e dx
−

  
б)  

2 2 2

dx

x x



− + +
  

в)  
7

0 1 cos7

dx

x



−
  

г)  0

5
1

2

2 1

dx

x
−

+
  
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Вариант 25 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  ( )
( )

20

2
1

tg 1

cos 1

x
dx

x−

+

+
  

б)  1

2

0

arccos2xdx  

в)  

( )

5

3 440

7

3 1 4 3 1

dx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  2 1 ,

2 3 1 0,

1

x y

x y

y

= + −

+ + =

=

 

б)  

( )

3

3

24cos ,

2sin ,

9 3 9 3

x t

y t

x x

 =


=

= 

 

в)  ( )

( )

1 sin ,a

a a

 = − 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  3 1
,

12

1
1

2

x
y

x

x

= +

 

 

б)  ( )ln 1 ,

,

2 4

x t

y t

t

 = −


=

 

 

в)  4cos ,
4

0
2


 =


  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

3 2

0,

3

x y
z

z

z

+ − =

=

=

 

б)  4 3 2 0,

3 2 24 0,

5 9 0

x y

x y

x y

− + =

+ − =

− + =

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  

( )2
1 ln 9

dx

x x



+
  

б)  

0

2

3 2

x

x

dx

+
  

в)  

( )

5

3 4

dx

x x−
  

г)  0

53

2

cos

sin

xdx

x
−

  
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Вариант 26 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  ( )3
1

4
0

1

4 1

x dx

x x

+

+ +
  

б)  
2

2

6

cos

sin

x xdx

x






  

в)  3

4
0

25

5 1 5 1

xdx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  2 1,

2 4 0,

3 11 0

y x

x y

x y

= + −

+ − =

− − =

 

б)  

2

4cos ,

4sin ,

3

x t

y t

y

=


=

=

 

в)  

( )
2sin 4 ,

2 2

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  
( )41

3 ,
6

1
2

2

y x
x

x

= +

 

 

б)  

3

,

1
,

6 2

1 4

x t

t
y

t

t

 =



= +


 

 

в)  
( )

1
1 sin ,

5

8 4

 = − 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

9 4

2

x z
y

y

− + = −

= −

 

б)  2 3,

1

y x

x

=

=
 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
2

1 4

dx

x x



+
  

б)  2
0

5xx dx
−

  
в)  

2

2
0

sin 2

1 cos

x
dx

x



−
  

г)  

( )

2

2
1 3 2

dx

x−
  
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Вариант 27 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  33

2
0

arctg

1

x x
dx

x

+

+
  

б)  
( )

1

0

1 3 xx e dx−   
в)  5

4
0 3 1 3 3 1

dx

x x+ + +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  

( )

2 1 ,

4 9 0,

3 3

x y

x y

y y

= + −

+ − =

= −  −

 

б)  

2

cos ,

2sin ,

3

2

x t

y t

y

=


=

=

 

в)  cos ,

sin

;
4

a

a

M a S

 = 

 = 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  ( )2ln 1 ,

1 1

3 2

y x

x

= −

 
 

б)  2

3

1 ,

arctg ,
12

0 1

x t

t
y t

t

 = +



= −


 

 

в)  ( )8 1 cos ,

9 2

 = + 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2

,
4 3

4

x z
y

y

= +

=

 

б)  3 ,

2 20 0,

0

y x

x y

x

=

+ − =

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  3

8
0 4

x dx

x



+
  

б)  

( )3
2

ln 2e

dx

x x



+
  

в)  
4

8

tg 4xdx




  

г)  1

5
1

dx

x−

  
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Вариант 28 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  5 21

6
0 1

x x
dx

x

+

+
  

б)  
( )

1

0

5 1 2xx dx+   
в)  ( )

( )

4

2 331

3 5

3 4 3 4 1

x dx

x x

−

− + − +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  1 0,

7,

2 5 2 0

y x

y x

x y

+ − =

= −

− − =

 

б)  

2

2cos ,

4sin ,

3

x t

y t

y

=


=

=

 

в)  6 sin ,

3 2 cos

2;
3

M S

 = 

 = 

   
  

  

 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  4

2

1
,

4 8

1
2

2

x
y

x

x

= +

 

 

б)  

2

1
ln ,

4 4

,

t
x t

y t

e t e


= −


 =

 

 

в)  6sin 2cos ,

4 2

 = + 

 
  

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 1,

4 9

1,

2

x y
z

z

z

+ − =

= −

=

 

б)  2 ,

2 2 3 0,

0

x y

x y

x

=

+ − =

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
2

1

8 1

4 3

x
dx

x x

 +

+ −
  

б)  7
0

6 xx e dx
−

  
в)  2

ln 1

e

e

dx

x x −
  

г)  0

1

4

1 4

x

x

dx

− −
  
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Вариант 29 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  3sin1

2
0

2 arcsin

1

x
dx

x

+

−
  

б)  
3

3
0

sin 2

cos

x xdx

x




  

в)  ln8

ln3 1 x

dx

e+
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  1 5 ,

6 1 0,

2 3 3 0

x y

x y

x y

= + −

− − =

− − =

 

б)  24sin ,

4cos ,

3

x t

y t

x

 =


=

=

 

в)  

( )
2sin2 ,

3 3

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  3 1
,

4 3

1
1

2

x
y

x

x

= +

 

 

б)  

( )

,

1 ln 1 ,

9 16

x t

y t

t

 =


= − −

 

 

в)  1
,

sin
3

6 2

 =
 

 + 
 

 
  

 

 

3. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2
2 0,

9 4

3

x z
y

y

− + =

=

 

б)  2 ,

5
y ,

2

0

y x

x

y

=

−
=

=

 

 

4. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  4
0

3 8xx dx
−

  
б)  

0

3

9 9

x

x
dx



+
  

в)  0

2
4 16

dx

x− −
  

г)  
10

0 1 cos10

dx

x



+
  
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Вариант 30 

1. Вычислить определенные интегралы: 

а)  2ln 4

4
ln 2 4

x

x

e dx

e −
  

б)  
3

1

lne x
dx

x
  

в)  5

1 4 5

xdx

x +
  

 

2. Вычислить площади фигур, ограниченных линиями: 

а)  2 1,

3 5 0,

5 3 13 0

y x

x y

x y

= + −

+ − =

− − =

 

б)  

2

sin ,

2cos ,

3

2

x t

y t

y

=


=

=

 

в)  

( )
2sin ,

2 2

 = 

 =  
 

 

3. Вычислить длины дуг кривых: 

а)  4

2

1
,

32

1
1

2

y x
x

x

= +

 

 

б)  

4

2

1
ln ,

4 8

,

t
x t

y t

e t e


= −


 =

 

 

в)  ( )2 1 cos ,

10 5

 = + 

 
 

 

 

4. Вычислить объем тела: 

а) ограниченного поверхностями по известному поперечному сечению; 

б) образованного вращением фигуры, ограниченной линиями, вокруг 

некоторой оси (OX и OY). 

а)  2 2 2 1,

2

x y z

y

− + = −

=
 

б)  

 

3 ,

3 6,

2

y x

y x

x

=

= − +

=

 

 

5. Вычислить несобственные интегралы (или установить их расходимость): 

а)  
6lne

dx

x x



  
б)  3

43
0 1

x dx

x



+
  

в)  
8

0

ctg4xdx



  

г)  

( )

2

3
1 4 5

dx

x −
  
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СПРАВОЧНЫЕ МАТЕРИАЛЫ 

1. Некоторые кривые, заданные параметрически,  

в полярных и декартовых координатах 

 

Функция График Уравнение 

Кардиоида  

 
 

( )ρ 1 sina= +   

Кардиоида  

 
 

( )1 cosφa = −  

Циклоида  

 
 

( )

( )

sin

1 cos

x a t t

y a t

= −


= −
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Астроида  

 
 

3

3

2 2 2

3 3 3

cos

sin

x a t

y a t

x y a

 =


=

+ =

 

 

Окружность  

 
 

ρ a= , 

2 2 2x y a+ =  

 

2. Поверхности второго порядка 

 

Функция График Уравнение 

Эллипсоид  

 
 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + =  
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Однополост-

ный гипербо-

лоид 

 

 
 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − =  

Двухполостный 

гиперболоид 

 

 
 

 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = −  
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Конус второго 

порядка 

 

 
 

 

2 2 2

2 2 2
0

x y z

a b c
+ − =  

Гиперболиче-

ский  

параболоид 

 

 

 
 

 

2 2

2 2

x y
z

a b
= −  
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Эллиптический 

параболоид 

 

 
 

2 2

2 2

x y
z

a b
= +  

Эллиптический 

цилиндр 

 

 
 

2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  
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Параболиче-

ский цилиндр 

 

 
 

2 2y px=  

Гиперболиче-

ский цилиндр 

 

 
 

2 2

2 2
1

x y

a b
− =  
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